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1. udgave, 1. oplag

Neerveerende version af manuskriptet kan frit ggres til genstand for
kopiering til undervisningsformal. Al anden mekanisk, fotografisk,
elektronisk eller andre former for gengivelser af denne bog eller dele
heraf er her ud over kun tilladt efter Copy-Dans regler.

Neerveerende introduktion er teenkt som elevmateriale.

Den bgr laeses med programmet teendt, s man kan arbejde
eksemplerne igennem og fa en god farstehandsfornemmelse for
hvordan programmet virker.

Den bgr leeses i flere omgange efterhdnden som klassen nar frem til
de forskellige emner.

Emnerne er af forskellig sveerhedsgrad, sa det er ikke alle eksempler,
der egner sig til alle studieretninger.

Den neerveerende version er leest igennem af Morten Birk Christensen
(Oure Idreetsgymnasium) og Hans Vestergaard (Frederikshavn
Gymnasium), der er kommet med mange nyttige kommentarer og
forslag til eendringer. Hvad der resterer af uhensigtsmaessigheder og
fejl er alene den uopmaerksomme forfatters ansvar!

Heeftet kan downloades som en pdf-fil fra programmets hjemmeside:
www.datameter.dk

lllustrationen side 36 er gengivet efter en eksamensopgave i
matematik: Opg. 6b, hn99aab, Undervisningsministeriet

lllustrationen side 40 er gengivet efter en eksamensopgave i
fysik: Opg. 3, 2006-7-1, Undervisningsministeriet

lllustrationen side 65 er gengivet efter en eksamensopgave i
matematik: Opg. 3, hf9985, Undervisningsministeriet

lllustrationen side 67 er gengivet efter en eksamensopgave i
matematik: Opg. 3, 2006-8-2ST.MED, Undervisningsministeriet
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Forord

DataMeter er et dynamisk databehandlingsprogram, der iseer egner
sig til at arbejde med databehandling i gymnasiets undervisning.
Denne introduktion til DataMeter er skrevet til brug for undervisnin-
gen i matematik pa det indledende niveau i gymnasiet, dvs. Mat C.
Men der leegges samtidigt op til samarbejde med iseer de naturviden-
skabelige fag, herunder det naturvidenskabelige grundforlgb pa STX.
Dels er mange af eksemplerne hentet fra de naturvidenskabelige fag,
dels er der konsekvent brugt enheder. Brugen af enheder er et af ma-
tematiks naturlige bidrag til et sddant samarbejde, ligesom de natur-
videnskabelige fag fx kan veere leveringsdygtige i eksperimentelle
data. Et samarbejde med samfundsfag er ogsa gnskveerdigt. Her vil
statistik veere et oplagt bud, men det er ikke emnet for denne intro-
duktion, der koncentrerer sig om variabelsammenhaenge.

I det farste kapitel 'Indfgring i Datameter' introduceres de grund-
laeeggende veerktgjer til at arbejde med tabeller og grafer gennem et
starre eksempel omhandlende planetsystemet, der munder ud i en
undersggelse af Keplers tredje lov. Dernaest fglger et afsnit om hvor-
dan man kan fremskaffe data ved at kopiere dem, ved at treekke
websider ind i DataMeter og ved at generere dem med formler.

| andet kapitel 'Variabelsammenhaenge' arbejdes der fgrst med lineae-
re sammenhange, herunder hvordan man dels kan arbejde med frie
linjer, dels med mindste kvadraters linje. Dernaest vises det farst,
hvordan man kan handtere simple proportionalitetsmodeller, og der-
efter, hvordan man kan handtere eksponentiel vaekstmodeller. Der
afsluttes med en laengere diskussion af variabelkontrol, der ogsd om-
fatter konfundering og en kort omtale af Simpsons paradoks.

I tredje kapitel 'Regressionsmodeller’ arbejdes der mere dybtgéende
med de simple regressionsmodeller — lineger, potens og eksponentiel.
Det sker med henblik pa dels at opn& en bedre forstaelse af mindste
kvadraters metode — inklusive veerdien af at inddrage residualplot —,
dels at opna fortrolighed med en generel metode til regression, der
kan bruges pa alle modeller med to parametre. Specielt bygger po-
tens- og eksponentiel regression altsd ikke pa logaritmiske transfor-
mationer. Det er en klar fordel p4 Mat C niveauet, hvor eleverne
sjeeldent opnér den forngdne fortrolighed med logaritmer. Der afslut-
tes med nogle mere varierede anvendelser af mindste kvadraters me-
tode til bl.a. dynamisk parametertilpasning af systematiske fejl.
Undervejs i teksten er der nogle bokse kaldet 'Tekniske bemaerknin-
ger', der nok mest er af interesse for de naturvidenskabelige studie-
retninger. De er lidt mere kreevende og kan overspringes uden tab af
sammenhaeng. Endelig kan man finde mange gode gvelser til at ar-
bejde videre med stoffet blandt undervisningsministeriets eksamens-
opgaver i iseer matematik, men ogsa fysik har gode tilbud.

Bjorn Felsager
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1. Indfaring | DataMeter
1.1 Grundleeggende DataMeter-teknikker

Nar du abner for DataMeter viser der sig falgende skeermbillede

® DataMeter - [Dokument1] = E ﬁ__(l

{J Filer Rediger Objekt Datasset Vindue Hieelp

I

Datassst Tabel Graf  Beregning Skan Test Wodel Parameter  Tekst

DataMeter - dynamisk databehandling

Det er iseer veerktgjslinjen, der er interessant

e 18 Yo i A

Datazet  Tabel Graf  Beregning Skan Test Model Parameter  Tekst

Pa den finder du tre rum: | det farste er der simple veerktgjer til at
arbejde med tabeller, grafer og beregninger. | det sidste er der tilsva-
rende simple veerktgjer til at arbejde med parametre og tekstbokse.
Men i det midterste rum findes der avancerede veerktgjer til statistik.
Dem vil vi slet ikke komme ind pd i dette haefte. Faktisk kan man
fjerne dem helt under menupunktet Indstillinger i Rediger-menuen

DataMeterindstillinger

Fontstanelse i objekter: ,m
Linezer ligning: m
W Giv lpd ved handlinger

[ iz statistiske waerktajer

v Benyt ordrig statistik

Ok | Fortryd
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1.1 Indfegring i DataMeter: Grundlseggende DataMeter-teknikker

Men tilbage til de simple veerktgjer: Dem kan vi hente ind i dokumen-
tet ved at treekke dem ned med markgren — der forvandles til en gri-
bende hand, nar vi klikker pa et veerktgj — og slippe dem preecis, hvor
det passer os. Her har vi fx — vist i en kombination af flere billeder —
trukket et dataseet ind i dokumentet

{J Filer Rediger Objekt Datasset Vindue

Datazast Tabel Graf Beregning

Datazest 1

Men preecis den samme teknik virker med alle de andre veerktgjer

® DataMeter - [Dokument1] |Z||E|rg|
(J Filer Rediger Objekt Dataseet Vindue Hizelp

i o bt o b A |

Datazsst Tabel Graf  Beregning Skan Test Model Parameter  Tekst
4{-» ~
A Datasast 1 Ingen data Graf & l Ingen data
-
< Slip en variabel her
Datasest 1 i 2
Slip en variabel her.
fp) V1 =5.00
T l. —
0 2 4 [ g 10 12
~

< >
DataMeter - dynamisk databehandling

De to fagrste — Dataseset og Tabel — er ulgseligt forbundne og beerer
den samme titel, mens de resterende — Graf, Beregning, Parame-
ter og Tekst — kan bruges for sig selv uafhaengigt af et dataseet.

5} © Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006



1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Men lad os komme i gang med et eksempel: Kernen i DataMeter er
dets unikke evne til at handtere variable, sa lad os gere nogle obser-
vationer og knytte variable til dem. Det kunne veere om klassen, hvor
vi kunne se pa datasaettet bestdende af de enkelte elever karakterise-
ret ved forskellige egenskaber, sdsom navn, kan, alder, hgjde osv.
Det kan I imidlertid selv lege med. Her tager vi som et andet eksem-
pel planetsystemet i vores solsystem. Det bestar af 9 planeter®, som
vi passende kan skrive ind i en tabel. Vi treekker derfor et tabelveerk-
tgj ned i dokumentet og starter med at give et navn til den fgrste va-
riabel — planetens navn — ved at klikke pa titlen <ny> og skrive lgs

Ingen data Ingen data Datasast 1

Straks begynder der at ske noget: Dels dukker der en celle op lige
under titlen pa variablen, dels far tabellen selv en titel — Datasaet 1 —
og der dukker et dataseet op i form af en tom skattekiste

i L ==

Datassst 1 Datasest 1

Derefter skriver du bare Igs i de tomme celler der dukker op hver
gang en celle er udfyldt og trykker ENTER. S& snart de farste data i
form af navne pa planeterne dukker op i tabellen, kommer der guld-
kugler i skattekisten.

Til sidst kan du ogsa ga ind og dobbeltkikke pa tabeltitlen og aendre
navnet pa dataseettet til fx Planetsystemet

Datgzest 1

Omdeb datasaet

|F'Ianets_l,lstemel

Fortrpd | 0K |

Uranus

Neptun
Pluto

W o | = ;|| (K]

! Pluto mistede i augsut 2006 efter en dramatisk afstemning i den internationale astronomiske union sin
planetstatus og bgr egentlig klades en dvargplanet.
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1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Men planeter er jo karakteriseret ved andet end deres navne, sa vi
fortseetter med at indtaste andre typiske egenskaber for planeterne fx
deres type, dvs. om det er sten-, is- eller gasplaneter, om de har
maner, deres stgrrelse i form af deres radius, deres masse, deres af-
stand til Solen og deres omlgbstid. De fgrste variable er nemme nok
at indtaste, da de bare bestar af tekst

Planetsystemet

Navn Type Maner <ny> |
enhed
1 Merkur Sten Nej
2 Venus Sten Nej
3 Jorden Sten Ja
4 Mars Sten Ja
5 Jupiter Gas Ja
6 Saturn Gas Ja
7 Uranus Gas Ja
8 Neptun Gas Ja
9 Pluto Is Ja

Sadanne tekstvariable kaldes ogsa for kategoriserede variable,
fordi de opdeler planeterne i forskellige kategorier, fx sten-, gas- og
isplaneter. Tekstvariable er venstrestillede, ligesom i et almindeligt
regneark. | det hele taget minder tabellen i sin struktur minder meget
om et almindeligt regneark med nummererede raekker, idet hver pla-
net har faet tildelt sit eget indeks, der angiver dets plads i tabellen.
Laeg meerke til at sgjlerne, dvs. de enkelte variable, alle er navngiv-
ne. De er altsd ikke fgdt med bogstavnavne — A, B, C osv. — som i et
almindeligt regneark. Og det er ikke nemt at referere til en enkelt cel-
le. | DataMeter — som er et dynamisk regneark — arbejder man med
hele sgjler/lister ad gangen, sddan som du maske ogsa kender det fra
din grafregner.

Vi er sa kommet til talvariablene: planeternes stgrrelse, masse osv.
De kaldes ogsa for numeriske variable. Men her skal vi nu vaere
opmaerksom pa at der ikke blot er tale om talvaerdier, men ogsa om
enheder, idet de fleste stagrrelser er forsynet med en naturlig enhed.
Da DataMeter er konstrueret til at arbejde med enheder er der ingen
grund til at se bort fra dette. DataMeter kender de fleste grundlaeg-
gende enheder sdsom meter, sekund, kilogram osv., men nar der
kommer preefix pa, kilometer, millisekund osv. sa er det ikke altid de
er indbyggede pa forhand. Der kan man prgve sig lidt frem og om
ngdvendigt erstatte praefikset med en passende tierpotens. Det er
ogsa vigtigt at gare sig klart at tallene skal skrives ind som tal, men
gerne med brug af videnskabelig notation. Jordens masse er fx givet
ved 5.976-10%* kg, men det skal indskrives som 5.976e24 kg, da det
ellers vil blive opfattes som et regnestykke (dvs. som en tekst) og
ikke som et tal.

8 © Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006



1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Planetsystemet

Navn Type Méner Radius Masse Baneradius [ Omlgbstid

enhed kilometer kilogram astronomis... | sideriske ar
1 Merkur Sten Nej 2439 km 3.287e+23 kg 0.387 ae 0.241 ar

2 Venus Sten Nej 6052 km|  4.870e+24 kg 0.723 ae 0.615 ar

8] Jorden Sten Ja 6378 km 5.976e+24 kg 1.000 ae 1.000 ar

4 Mars Sten Ja 3397 km|  6.394e+23 kg 1.524 ae 1.881 ar

5 Jupiter Gas Ja 71492 km 1.899e+27 kg 5.203 ae 11.862 ar

6 Saturn Gas Ja 60268 km ~ 5.687e+26 kg 9.555 ae|  29.420 ar

7 Uranus Gas Ja 25559 km  8.665e+25 kg 19.218 ae| 83.750 ar

8 Neptun Gas Ja 24764 km 1.028e+26 kg 30.110 ae| 163.720 ar

9 Pluto Is Ja 1151 km|  1.494e+22 kg 39.545 ae| 248.020 ar

Leeg meerke til reekken med enheder, der dukker op helt af sig selv,
nar man skriver stgrrelser op med enheder. Laeg ogsa meerke til, at
man kun behgver forsyne det fgrste tal med en enhed. Derefter ind-
seettes enheden af sig selv ned gennem sgjlen. Leeg endeligt maerke
til de to sidste enheder, idet programmet ogsa kan handtere astro-
nomiske enheder. Inden for Solsystemet kan man med fordel bruge
Jordens baneradius som afstandsenhed. Den kaldes den astronomiske
enhed ae. Tilsvarende kan man med fordel bruge Jordens omlgbstid
som tidsenhed. Den kaldes det sideriske ar.

Dermed har vi fundet en masse variable vi kan lege med. Det vil vee-
re praktisk at kunne afbilde disse variable grafisk. Vi treekker derfor
et grafveerktgj ned fra veerktgjshylden

|B:mr.'w.¢ius Omlgbstid | -] Ingen data Grat| 3]

B =iderizke dr Hold Skift-tasten nede for at afsstte kategorisk; Ctrl-
02449 ar tasten for at afsastte numerisk.

0,615 ar
1.000 r
1,881 dr &
11.862 &r
28,420 ar
83.750 ar

|

248.020 ar

===l oo ]

Vi treekker nu de variable ind fra tabellen — ved som vist at gribe de-
res navn — og slipper dem i grafrummet. Der er tre steder vi kan slip-
pe dem: Langs fgrsteaksen (som vist) som en uafhaengig variabel,
langs andenaksen som en afhaengig variabel og inde i selv grafrum-
met, som en variabelsignatur (dvs. en kodning af datapunkterne i
grafrummet som afspejler veerdien af variablen)

© Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006 9



1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Planetsy=stemet [ Prikdiagram | 3 ]

Hold Skifi-tagten nede for at afesstte kategorisk; Cirl-
asten for at afesette numerisk.

Sliehagtatalhar

Lad os forsgge med nogle grafer: e
. . Planetsystemet Sgjlediagram | 5
Farst kan vi treekke tekstvariab- 6

len Type ind pa fgrsteaksen. Vi
far da et sgjlediagram med op-
teelling af hyppigheden for gas-
henholdsvis is- og stenplaneter.
Der er altsa 4 gasplaneter, 1
isplanet og 4 stenplaneter. Et
sadant sgjlediagram over hyp- : : :
pighederne er standardgrafen for Gas s Sten

en kategoriseret variabel. Tvpe

Lad os i stedet prgve at treekke

variablen Navn ind pa fgrsteak- Planetsystemet [ Sojlediagram | % |
sen. | forste omgang bliver man
nok lidt skuffet, for vi far som
standard et sgjlediagram over
hyppighederne, dvs. et diagram

der viser at der netop er én pla- 5
net svarende til hvert navn. Men
leeg meerke til funktionen teel() i

nederste venstre hjgrne. Det er
den der afger hvad sgjlerne star
for, i dette tilfselde altsd en sim-
pel sammenteelning. Men denne
funktion kan vi skifte ud ved at
klikke pa den hvorved vi far adgang til DataMeters lommeregner (se
neeste side). Med undtagelse af tekstveerktgjet, der kun kan bruges til
indskrivning af tekster og formler, men ikke til at foretage beregnin-
ger, er alle de gvrige veerktgjer tilknyttet denne lommeregner, der
kraftigt forgger vores muligheder for at arbejde med dataene. Den er
som vist forsynet med en stifinder til indbyggede funktioner mm.

Datavariable — Funktioner — Ikoner — Malinger — Parametre — Specielle
Her vil vi se neermere pa datavariable, der giver adgang til alle de
datavariable, der er tilknyttet dataseettet

(&,
1

~
1

N
h

Hyppighed for Type
el

-
f

teel ()

N
h

Hyppighed for Navn

Jorden
Jupiter-
Mars
Merkur+
Neptun-
Pluto+
Saturn-
Uranus+
Venus+

Navn
tael ()

10 © Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006



1.1 Indfgring i DataMeter: Grundlseggende DataMeter-teknikker

® Formel for sajlernes hajde

|

El- Datavariable
- Baneradius

- Masse

~Maner

~Nawn

- Omigbstid

-Type

+]- Funktioner v

Funktioner
Tkoner
Malinger
Parametre
Specielle

[ Fortryd |[ Anvend |[ oK | [Furtryd |[ Anvend |[ ok |

Datavariable kan bruges i beregninger. De angiver navnene pa
wvariable knyttet til et datasast.

Hvis vi dobbeltklikker pa datavariablen Radius far vi i stedet afsat en
sgjlehgjde svarende til planetens radius

® Formel for sajlernes hajde : Planetsystemet Sojlediagram | 3

80000+
70000+
- 600004
atavariable
- Baneradius i 500004
— L 40000
M =
ner = 30000+
Ormlabstid || 20000+
10000
[+ Funktioner ~ 0 . . . . . . . . .
' 5§ 5 25 S 2 E 3 3
[Furtryd][Anvend][ oK ] % 2 & &£ 2 3 5 2 g
5 5= 53 §o 5§ s 9
S 5 = z w35 >
Navn

Radius

Leeg meerke til at reekkefglgen af planeterne er alfabetisk i stedet for
den reekkefglge de blev indskrevet med i tabellen, dvs. efter voksen-
de afstand fra Solen. Men det kan vi rette op pa ved at gribe plane-
ternes navne med musen og flytte rundt pa dem som det passer os

Planetsystemet Sejlediagram l:lt Planetsystemet Sejlediagram ':]
30000 20000
70000 70000
0000 50000

& 50000 & 50000

T 40000 £ 40000

= 30000 = 30000
20000 20000
10000 10000

0 0

Radius Radiuz
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1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Vi kan endda traekke variablen Type ind i grafrummet for at fa afsat
den som signatur pé sgjlerne

Planetsystemet [ sojlediagram | 5 |

80000
60000
D
I 40000
= 20000 |:||:|
T T T T T T T T T
S 85 2 § E 8 5 2
£ 5 2 & 3 25 8 &
225385 ¢2
Navn
Radius
Type
I:lGas -Sten
Os

Vi ser da at de fire inderste planeter er sma stenplaneter, derefter
kommer der fire store gasplaneter, og endelig har der til sidst sneget
sig en enkelt isplanet ind i systemet. Men Plutos rolle som en planet
er faktisk omstridt efter man har fundet flere 'isplaneter’ laengere
ude, hvoraf nogen endda er stgrre end Pluto. Pluto har dog nok vun-
det historisk haevd pa at veere en planet, s& vi lader den sta!

Vi gar s& over til at se pa grafer for numeriske variable. Her kan vi
treekke Baneradius ind som den grundleeggende variabel pa farste-
aksen. Den forteeller hvor langt veek fra Solen planeten befinder sig
og afspejler den naturlige raekkefalge for planeterne. Vi kan sa treek-
ke Radius ind pa andenaksen, som afspejler planetens starrelse og
endelig treekke Type ind i grafrummet som en variabelsignatur

[
Planetsystemet XY-plot| 5|

80000
70000 °
= 600004 °
50000+
40000
30000

Radius (kilometer

N
o
o
o
<

Y a

— —
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Baneradius (astronomiske enheder)

Type
o Gas a Sten

mls

Den kan passende sammenlignes med sgjlediagrammet foroven, idet
den rummer den samme information. Men denne gang er datapunk-
terne afsat i et rigtigt koordinatsystem som et XY-plot.

12 © Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006



1.1 Indfgring i DataMeter: Grundlseggende DataMeter-teknikker

Teknisk bemeaerkning: Kategorilister

Nar man arbejder med kategoriserede variable kan det godt virke
forvirrende at de afseettes alfabetisk i stedet for efter en naturlig fast
reekkefglge. Man kan imidlertid gennemtvinge en fast reekkefglge ved
at indfgre en kategoriliste i dataseettet. Vi viser teknikken her i detal-
jer. Ved at dobbeltklikke pa dataszettet kan man som vist veekke in-

spektgren for dataseettet

L = o
R -
Planstsystemet Planetzystemet

Planets)

rsteme

Plane

M Malinger | Kommentarer | Udseende | Kategorier Malinger | Kommentarer | Udsesnde | Kategorier
Variabel Vardi | Formel Variabel Veardi Formel
Navn Werkur *
Type Sten Type Sten
Maner Mej Maner Mej
Radius 24359 km Radius 2439 km
Masse 3.287e+23 Masse 3.287e+23
Baneradius |0.3587 as Baneradius |0.357 as
Omlebstid |0.241 4r Omlebstid |0.241 4r ]
= AT Vis detaljer =Eh 19 Vis dﬁal}er

|T|Ide| kategorier og enheder til variable|

Vi far da adgang til de sdkaldte kartotekskort for de enkelte planeter
og kan som vist udpege variablen Navn og klikke pa Vis detaljer

Plane o

Malinger | Kommentarer | Udseende | Kategorier Dat... | Mali... | Kemmentarer | Udseende i
Variabel Veardi Formel Liste Kategorier
- Navn_Liste Jarden, Jupiter, Mars, Merkur, M.

Type Sten <nys

Maner Mej -

Radius 2438 km

LLETTY 2 2 Teas?? j
Navn
Liste [ Ingen| & ] Enhed: |

Ingen S

Vi kan da veelge Konstruér ud fra veerdier, hvorefter DataMeter
som vist under fanebladet Kategorier opretter en alfabetisk liste
over kategorier. Men pointen er nu at denne kategoriliste Navn__liste
kan man ga ind og rette i efter forgodtbefindende, herunder tilfgje
flere kategorier, hvis man senere regner med at udvide tabellen og
gnsker at tage hgjde for fremtidige kategorier.

Har man farst oprettet en sddan kategoriliste vil programmet respek-
tere den i alle sammenhange, hvor man grafisk eller i tabeller far vist
oversigter hvor den pagaeldende variabel indgar. Sddanne kategorilis-
ter er et meget steerkt veerktgj i stgrre undersggelser.
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1.1 Indfegring i DataMeter: Grundlseggende DataMeter-teknikker

Med adgang til diverse data for planeterne kan vi nu begynde at un-
dersgge diverse sammenhange. Her vil vi fgrst se lidt neermere pa
diverse simple sammensatte variable. De fremkommer af de grund-
leeggende variable ved at man ganger og dividerer. Fx kan man kon-
struere en variabel for rumfanget ud fra planetens radius, idet vi an-
tager at planeten er kugleformet og benytter formlen for kuglens
rumfang

V==2g.r3
Vi opretter derfor en ny variabel med navnet Rumfang og hgjreklik-
ker pa den for at fa adgang til menupunktet Rediger formel, der ab-
ner lommeregneren for programmet

I N T T T S TS S TS N S T T T A T I TS TS T S TS AT A a Y

na Masse | Baneradius | O
pmiz.... | =i
57 ae @ Formel for Rumfang
- 23 as Rumfang = 4 3
B \00 as - tRadius
middel |33
B _ 24 ae |
- Tilfa n.y'E I ‘03 ae |- Datavariable
My variabel... — Baneradius
- Formater variabel. .. k35 ae Masse
- Slet variabel Ma ae "N"éner
- 2 avn
- Sortér stigende 10 ae Omlobstd
- Sortér faldende a5 22| 4
- Autotilpas sgjlebredde Rumfang
—  Skjul enheder = il [ Fortryd I[ Anvend | [ oK |
Vis formler
Tilfaj filter

Gentag simulering

Inspicér dataseet

Vis i separat vindue
Opret dublet af tabel
Slet tabel

Men med bade Masse og Rumfang til rddighed kan vi sa pa tilsva-
rende made beregne planetens (gennemsnitlige) densitet, dvs. dens
massefylde som den fglgende simple sammensatte variabel

Masse

Densitet = —— |
Rumfang

Leeg meerke til at formlerne ikke automatisk bliver vist i tabellen (se
figur naeste side). Her skal man altsd aktivt veelge menupunktet Vis
formler fra Tabel-menuen. Tilsvarende skal hgjden af formelfeltet
tilpasses manuelt for at fa det hele vist. Det sker ved som vist at
treekke i formelfeltets nederste kant. | modsaetning hertil kan man
automatisk fa justeret bredden af variabelsgjlen ved at dobbeltkikke
pa navnefeltets hgjre kant (hvilket er standard i regneark)

14 © Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006



1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Planetzy=stemest
Radius Rumfang Masse Densitet
enhed kilometer km™3 kilogram kg/krm™3
= 4 ¢ Radius® Masse
3 e Rumfang
1 2439 km 5.0??4ﬁe+ﬁkm"'? 3.287e+23 kg| 5.40816e+12 kg/km"3
2 6052 km| 9.28507e+11 km"3 4.870e+24 kg| 5.24545e+12 kg/km"3
3 6378 km| 1.08678e+12 km"3 5.976e+24 kg| 5.40831e+12 kg/km"3
4 3397 km| 1.64201e+11 km"3 6.304e+23 kg| 3.80421e+12 kg/km"3
5 71492 km| 1.5306e+15 km"3 1.89%e+27 kg| 1.24093e+12 kg/km"3
& 60268 km| 9.16957e+14 km"3 5.687e+26 kg| 6.201T1e+11 kg/km™3
T 25559 km| 6.99391e+13 km"3 8.665e+25 kg| 1.23896e+12 kg/km"3
8 24764 km| 6.36137e+13 km"3 1.028e+26 kg| 1.61618e+12 kg/km"3
9 1151 km| 6.38726e+09 km"3 1.484e+22 kg| 2.33803e+12 kg/km"3
: | o]

Her kan man indvende at enheden kg/km? ikke er den mest gennem-

skuelige enhed for densitet, men det kan man aendre pa efter for-
godtbefindende ved at indtaste en anden enhed i enhedsfeltet. Det

eneste man skal passe pa er betegnelsen for gram, da g ogsa star for
tyngdeaccelerationen, og gram derfor som en af de meget fa undta-
gelser afkortes til gm i DataMeter. Nar man vil bruge gram i en en-

hed er det derfor sikrest at skrive den helt ud fx som gram/cm”3

Planetsystemet
Radius Rumfang Masse Densitet
enhed kilometer km*3 kilogram gm/cm*3
= gnRadius3 ;S%::g
1 2439 km| 6.07749e+10 km"3|  3.287e+23 kg 5.41 gm/cm"3
2 6052 km| 9.28507e+11 km"3|  4.870e+24 kg 5.25 gm/cm"3
3 6378 km| 1.08678e+12 km"3|  5.976e+24 kg 5.50 gm/cm"3

Formater variabel

" Dynamisk
{* Fast antal decimaler
" Widensk abeligt format

" Ingeniarformat

X

3 Aintal decimaler

Eksempel

1234568

Bemaerkning: Formateringen har kun indflydelse pa
hwordan tallene viges. Der afrundes ikke | beregninger
eller hvvar dataene afsasttes i et grafrum.

o]

Fortryd

Som vist har vi ogsa formateret den variable til kun at vise 2 decima-
ler. Som altid far man adgang til menupunktet ved at hgjreklikke pa

variablen.

© Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006
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1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Densitet kan nu treekkes ind som den afhaengige variabel pa anden-
aksen med planetens baneradius pa fersteaksen og planetens type i
grafrummet.

[
Planetsystemet XY -plot| & ]

6
et 5' *
541 | a
51 J
% ]
[ ]
= 0]
= ]
& 14 o o
- o]
0
T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Baneradius (astronomiske enheder)
Type
o Gas a Sten
mls

De fire indre stenplaneter har altsa en relativt hgj massefylde som er
4-5 gange sa stor som vands massefylde, mens de fire gasplaneter
har en relativ lav massefylde (sammenlignelig med vands) og endelig
har Pluto en massefylde, der er ca. dobbelt sa stor som vands. Alt
dette antyder noget om hvordan planetsystemet er dannet i sin tid ud
af den roterende sky af gas og sten og stgv, der omgav Solen i tiden
lige efter solsystemets dannelse. Men faktisk forstar vi ikke saerligt
godt planetsystemets dannelse, sa det er et meget aktivt forsknings-
omrade, hvor man isaer prgver at treekke informationer ud af de ny-
opdagede planetsystemer omkring andre stjerner i maelkevejen.

Som et andet eksempel pa Planetsystemet [ XY-plot %1
en variabelsammenhaeng i 2504 o
planetsystemet vil vi se pa
sammenhaengen mellem
Baneradius og Omlgbs-
tid. Det ses tydeligt at om-
Igbstiden vokser jo leengere
veek fra Solen vi kommer,
samt at omlgbstiden vokser
hurtigere end baneradien

04

2004
150+

100+

Omlabstid (sidsrizke ar)

50+

idet grafen krummer opad. T
Men hvor meget hurtigere
vokser den?
Vi kan fx prgve at tilfgje de fglgende grafer
1) Omlgbstiden vokser lige s& hurtigt som baneradien
2) Omilgbstiden vokser med kvadratet pa baneradien

Baneradius (astronomiske enheder)
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1.1 Indfgring i DataMeter: Grundlseggende DataMeter-teknikker

Det sker ved at veelge
menupunktet Plot funk-
tion i grafrummet, hvor-
ved vi endnu engang far
adgang til den indbygge-
de lommeregner og kan
indskrive ligningerne for
de givne variabelsam-
menhaenge. De tilhgren-
de grafer far sa en be-
meerkning med pa vejen
om at de ikke passer
sammen med enheder-
ne. Det ville vi godt kun-
ne reparere pa, men lad
os ignorere det i denne
omgang, da det er nogle
andre pointer vi vil treek-
ke frem.

Vi bemeerker da, at om-
Igbstiden ikke blot tyde-
ligt vokser hurtigere end
en ligefrem proportionali-
tet, men den vokser og-
sa tydeligt langsommere
end en kvadratisk pro-
portionalitet.

Omlgbstid (ziderizke ar)

® Forskrift for funktion

Omilsbstid =

Widdel % l

Baneradius

—I- Datavariable

Densite!
Masse
Maner
MNavn
Omlgbstid
Radius

[ Fortryd |[ Anvend |[ ok

Planetsystemet XY-plot| & l

250+ °

200+

150+

1004

50+

— T
10 15 20

Baneradius (astronomiske enheder)

— Omlgbstid = Baneradius (#Enhederne passer ikke sammen#)

T
0 5

— Omlgbstid = Bgneradius? (#¥Enhederne passer ikke sammen#)

Det gar det neerliggende at forsgge sig med en ligning midt imellem,
dvs. vi forsgger os i stedet med potensen 1.5. Og lad os for fuldstaen-
dighedens skyld tilfgje passende enheder i ligningen, sa vi undgéar de
'sure opsted’ fra DataMeter

Planetsystemet
-~ 250+
o i

2004
150+

1004

50+

Omilebstid (ziderizke

04

XY -plot/| 2 I

5

10 15 20 25 30 35 40

Baneradius (astronomiske enheder)
— Omlgbstid = Baneradius (#Enhederne passer ikke sammen#)

— Omlgbstid = Baneradius? (#Enhederne passer ikke sammen#)

— Omigbstid = 14r (

Baneradius !5

lae

Den er ramt lige pa kornet: Vi har genopdaget Keplers tredje lov!

© Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006
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1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Ganske vist kunne vi maske veere lidt i tvivl om hvorvidt sammen-
haengen ogsa geelder for de indre planeter, der ligger meget teet
sammen nede ved koordinatsystemets begyndelsespunkt. Men det
kan vi efterprgve ved at zoome ind pa dette omrade. Der er mange
mader hvormed vi kan regulere vinduesgraenserne for et koordinat-
udsnit

1) Vi kan dobbeltklikke i grafrummet, hvorved vi veekker graf-
rummets inspektgr og far adgang til at skrive vinduesgraen-
serne ind direkte

* Inspicér graf herende til Planetsystemet @

Data | Egenskaber
Parameter Verdi
punktsterrelse |5
xNedre i
x@vre 425
yNedre -10
yBvre 270

xModsatskala |falsk
yModsatskala |falzk
xAutotilpas =and
yAutotilpas =and

2) Vi kan gribe fat i tallene pa koordinatakserne med musen og
treekke dem til siderne, nar vi griber fat i en af siderne, eller
flytte hele aksen, nar vi griber fat i aksen midtpa

0

u'-g"; s 10 159M20 2 a0 3'5@4'0
Baneradius (astronomigke enheder)
3) Vi kan zoome ind (eller ud) ud fra et punkt p& aksen ved at
holde CTRL-tasten nede (eller SKIFT-CTRL-tasten nede)

samtidigt med at vi klikker pa aksen, hvorved markgren skif-
ter til et forstarrelsesglas med et plustegn (eller et minustegn)

N e

o @s 10 15 20 25 30 35 40
Baneradius (astronomigke enheder)

Alle metoderne er meget fleksible sd man kan roligt eksperimentere
med dem, men hvis man gerne vil kunne vende tilbage til det origina-
le grafrum kan det betale sig at arbejde pa en dublet i stedet for. Alle
veerktgjerne kan dubleres, sd man kan fortszette ud fra en skabelon,
der allerede har mange af de egenskaber man gnsker sig. Det kan
ske ved at taste SKIFT CTRL D eller ved at hgjreklikke pa veerktgjet
og veelge menupunktet Opret dublet af ... . | vores tilfeelde zoomer
vi ind pa bade farsteaksen og andenaksen og treekker derved de indre
planeter frem, hvilket kun bekrsefter at vi har fundet en meget over-
bevisende variabelsammenhaeng
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1.1 Indfgring i DataMeter: Grundleeggende DataMeter-teknikker

Planetsystemet XY-plot| 5 !

2.24
2.04
1.84
1.64

_\
>

1.24
1.04

Omlebstid (sideriske ar)
o o
>

e o
»

— T — T — T T
02 04 06 08 10 12 14 16
Baneradius (astronomiske enheder)
— Omlgbstid = Baneradius (#Enhederne passer ikke sammen#)

— Omlgbstid = Baneradius? (#Enhederne passer ikke sammen#)

— Omigbstid = 14 ( 22neradius 13

lae
Leeg maerke til at alle graferne netop gar gennem enhedspunktet
(1,1) i forste kvadrant. Dér ligger Jorden netop i kraft af vores snedi-
ge valg af enheder.
Den fundne sammenhaeng mellem baneradius og omlgbstid geelder
faktisk for alle planetligningerne systemer, fx ogsa for Jupiters ma-
ner, der kredser omkring Jupiter, eller de menneskeskabte satellitter,
der kredser omkring Jorden.

Vi har nu set pa de to vigtigste veerktgjer i DataMeter: Tabel og
Graf. Samtidigt er der dukket et Dataseet op helt af sig selv i form af
en skattekiste med guldkugler og tilhgrende kartotekskort, der rum-
mer alle de indtastede oplysninger. Det er i dataseettet, at dataene
ligger beskyttet. Sletter man dataseettet forsvinder alt. Sletter man
en tabel eller en graf sker der derimod ingenting med dataene. Men
kan blot treekke en ny tabel ned og knytte forbindelsen til dataseettet
ved enten at have markeret datasaettet pa forhand eller ved at treek-
ke titlen for dataseettet ind i tabellen. Straks dukker alle dataene op
igen. Man kan ogsa abne et datasaet ved at treekke i et hjgrne

Planetzy=stemet [Gentag simulering
Q @ Q @ o r
data data data data data
o o o o =
data data data data j

B

Men man kan godt blive lidt skuffet for man finder bare ni guldkugler:
En for hver af de ni planeter.
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1.1 Indfegring i DataMeter: Grundlseggende DataMeter-teknikker

Teknisk bemaerkning: Dataseettet som udstillingsvindue

Har man mod pa det kan man ogsa bruge dataseettet til nogle raffine-
rede grafiske fremstillinger. Hertil dobbeltkikker vi i datasaettet og
veekker inspektagren. Men denne gang abner vi fanebladet Udseende

® Formel for Titel

Data | Malinger | Kommentarer Kategorier
. . = Datavariable
Variabel Verdi Formel .
Baneradius
x 32 Densitet
¥ 24 Masse
Billede Maner 1
Bredd 16
fecee Ormigbstid
Hejde 16 Radius 2

[ Fortryd |[ Anvend |[ ok |

|4--m ! |

Der dukker da som vist mulighed for at veelge placering, billedikon,
stagrrelse og titel for 'guldkuglen’. Det kan alt sammen styres af for-
melfeltet. Ved at dobbeltklikke i formelfeltet abnes lommeregneren og
her kan vi som det farste skifte parameteren Titel ud med en pas-
sende variabel, fx Navn, der netop angiver planetens navn

Planetsystemet Gentag simulering]
Q Q Q Q Q

Merkur Venus Jorden Mars Jupiter
Saturn Uranus Neptun Pluto

Herefter klikker vi pa formelfeltet for Billede. Det dbner igen lomme-
regneren, hvor vi denne gang kigger pa afdelingen for ikoner

@ Formel for Billede

SD =t Pla =
Data | Malinger | Kommentarer Kategorier
X " Planetjordikon
Variabel Vardi Formel
Planetjupiterikon
L 32 Planetmarsikon
¥y 24 Planetmerkurikon
Billede k Planetneptunikan
Flanetplutoikon
Bredde |18 : =
- Planetsaturnikon
Hejde 18 Planeturanusikan
Titel Merkur Navn Planetvenusikon w
a1 [ Fortryd |[ Anvend |[ ok |
Datavariable kan bruges i beregninger. De angiver navnens pa
variable knyttet til et datasast.

Minsandten om DataMeter ikke har planetikonerne indbygget.
Men for at kunne bruge dem skal de indbygges i en formel, hvor pla-
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1.1 Indfgring i DataMeter: Grundlseggende DataMeter-teknikker

neterne én for én tildeles deres planetikon. Det sker nemmest ved
hjeelp af den fleksible ombyt-funktion, der ombytter planetens navn
med det tilhgrende ikon. Fgrst skal man dog frembringe det rigtige
antal tilfeelde ved gentagne tryk pa INS-tasten, mens markgren pe-
ger pa en af forgreningerne for denne stykvise funktion

® Formel for Billede

'(“Merkur") - Planetmerkurikon
("Venus") : Planetvenusikon
("Jorden™) : Planetjordikon
("Mars") :Planetmarsikon
("Jupiter") : Planetjupiterikon
("Saturn™) : Planetsaturnikon
("Uranus") : Planeturanusikon
("Neptun™) : Planetneptunikon
("Pluto™)  : Planetplutoikon
ellers o

ombyt (Navn)

Widdel | %]
(7ICe]le])+])=]

Planetjordikon ~
Flanetjupiterikon
Planetmarsikon
Planetmerkurikon
Planetneptunikon

N
Planetsaturnikon
Planeturanusikon
Planetvenusikon b

[ Fortryd | Anvend | oK |

Har man ikke prgvet det fgr kan man godt fa lyst til at lgbe skrigende
veek, men man vaenner sig hurtigt til ombyt()-funktionen, der er en
afggrende styrke ved DataMeter i mange forskellige sammenhange.

Planetsystemet Gentag simulering |
O € & e ¢€

Merkur Venus Jorden Mars Jupiter
. =
- @ 0O @
Saturn Uranus Neptun Pluto

Her dukker ikonerne op i samme starrelse. Men det kunne veere rart
at f& dem vist i et mere realistisk indbyrdes stgrrelsesforhold. Det kan
ske ved at regulere Bredde og Hgjde, som regner i pixelstarrelser,
ved hjeelp af en formel, der fx kan bygge p& Radius. Her har vi brugt

16\/Radius / jordradius , med jordradius som indbygget naturkonstant

Planetsystemet Gentag simulering |
o © D ]

Merkur Venus Jorden Mars

m ” o ~ Jupiter
c ) @
Pluto

Uranus Neptun

Saturn
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1.2 Fremskaffelse af data

I det foregaende tastede vi simpelthen vore data direkte ind i en ta-
bel. Men med mange data kan det godt blive uoverskueligt. Vi kan da
i stedet kopiere dataene fra en tabel i fx et regneark.

1) Farst dbner man et nyt DataMeter dokument og traekker et
tomt dataseet ned i dokumentet (en tom skattekiste). Data-
seettet markeres.

2) Derefter markerer man og kopierer den gnskede tabel (fx med
CTRL-C).

3) Endelig indseettes tabellen i det nye DataMeter dokument (fx
med CTRL-V eller menupunktet Indsaet data fra Rediger-
menuen), hvorved skattekisten fyldes op med guldkugler. Man
kan se dataene ved efterfglgende at treekke en tabel ned.

® bt
DataMeter - [Dokument @ Dokument 1 - Microsoft Word DataMeter - [Dokument5]

i i i . Filer Rediger Objekt Daty
o Bier Rediger Objekt Da i Filer Rediger Vis Indssst Formater -

e oga oo e | MCRCIN

Ciat; it Tabel Graf
Datassst  Tabel Graf Zasw 228 2
{T’?._._._.__: PP
: PSS EEEPE et EE i == Tilfgj nye data. |
E - .r'.f]erku r I R Dataszst 1 R
o H [ lenus : Kopier dataszet

= =) Indszetjata
Datasest 1 Sl orden 6 T T

Der er to ting man skal vaere speciel opmaerksom pa: Man skal huske
at oprette et tomt dataseet i sit DataMeter dokument fagrst. Ellers far
man kun mulighed for at indsaette tabellen som et billede. Og sa skal
man vaere opmarksom pa at tabellens dataformat skal veere kompa-
tibelt med dataformatet i DataMeter. Det geelder selvfglgelige detal-
jer som at DataMeter arbejder med sgjler. Men det geelder ogsa tal-
formatet: Hvis fx tabellen bruger decimalpunktum skal DataMeter
ogsa arbejde med decimalpunktum. Ellers opfatter den ikke dataene
som tal. Her fglger DataMeter simpelthen Windows opseetning af tal-
formatet med henblik p& decimalskilletegnet, ciffergruppeseparatoren
(tusindtal-separatoren) og listeseparatoren (fx mellem to koordinater
i et koordinatseet). Hvis der er uoverensstemmelse mellem tabellens
dataformat og DataMeters dataformat m& man derfor enten — hvis
det er muligt — reparere pa tabellens dataformat (ved fx at udskifte
decimalpunktum med decimalkomma), eller man ma ga ind i kontrol-
panelet under Internationale og sproglige indstillinger og skifte
dataformatet for tal. Lyder dette som sort tale, skal man snakke med
sin datavejleder. Hvis man skifter Windowsindstillingerne skal man
huske at genstarte DataMeter for at andringerne ogsa bliver regi-
streret af DataMeter.

NB! Her i bogen arbejdes der konsekvent med decimalpunktum
som decimalskilletegn og med semikolon som listeseparator.
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1.2 Variabelsammenhaenge: Fremskaffelse af data

Vi fortseetter med at se pa, hvordan man henter data fra Internet-
tet. Som et konkret eksempel vil vi gve os pa Jupiters maner. Jupiter
udger et minisolsystem med fire store maner opdaget af Galilei. Der
findes efemerider for disse Jupitermaner, dvs. tabeller over deres po-
sitioner. Her vil vi bruge hjemmesiden
http://pds-rings.seti.org/tools/ephem2_jup.html
Skulle den af en eller anden grund ikke veere tilgeengelig kan du finde
tilsvarende sider ved fx at sgge pa 'JPL ephemeris Jupiter moons'
(hvor JPL er en forkortelse for Jet Propulsion Laboratory, der er an-
svarlig for efemerideberegningerne for NASA)

A Jupiter Ephemeris Generator 2.2 - Microsoft Internet Explorer

Filer Rediger Vis Foretrukne Funktioner Hjeelp

) - B N
Gﬁlbage - O - \ﬂ @ _'\J - 59 :\7’ Foretrukne 6-4 -

Adresse ﬁj http://pds-rings.seti.org/toolsfephem2_jup.html
Google - |L ephemeris Jupiter moons ¥ | |G| Search - §2 Ehi0blocked 5 ch

Jupiter Ephemeris Generator 2.2

Click here for help, or click on individual highlighted items.
Time Limits

Start time: |2006-07-13
Stop time: | 2006-08-13
Interval: | 4] hours v

Ephemeris Options

O Pre-RPX #1 (JUP071 + JUP066 + JUP067T)
1996-Jan-01 to 1999-Dec-31

O Pre-RPX #2 (JUP100 + JUP104)
1973-Nov-01 to 2023-Nov-01 (Galilean satellites)
1996-Sep-04 to 2002-Jan-02 (small satellites)

O Post-Galileo #1 (JUP100 + JUP120 + DE405)
1973-Nov-01 to 2023-Nov-01 (Galilean satellites)
1996-Jan-01 to 2010-Jan-01 (small satellites)

@ Post-Galileo #2 (JUP166 + JUP120)
2000-Jan-01 to 2023-Oct-31 (Galilean satellites)
1996-Jan-01 to 2010-Jan-01 (small satellites)

Vi skal selv udfylde Time Limits. Som vist veelger vi at se data for en
hel maned med 4 timers mellemrum. Derudover skal vi vaelge de fire
Jupitermaner med forskudte data i forhold til Jupiter

Moon Colmmns:

[ RA (hours) & Dec (deg)

Offset RA & Dec from Jupiter (arcsec)

[ Sub-solar latitude & rotating longitude (deg)
[ Sub-Earth latitude & rotating longitude (deg)

Io (J1) [¥] Europa (J2) [¥] Ganymede (J3) [¥] Callisto (J4)

I Generaq table H Resetform ]
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1.2 Variabelsammenhaenge: Fremskaffelse af data

Vi frembringer nu en tabel, der kommer frem pa en ny hjemmeside
(efter vi har klikket pa 'Click here to download table")

<) http://pds-rings.seti.org/work/ephem_jup_7751.tab - Microsoft Internet Explorer

Filer Rediger Vis Foretrukne Funktiomer Hjeslp

Qua- O RE G P frrwen @ 3-2FLE B
Adresse @ http: /fpds-rings.seti.org fworkfephem_jup_7751.tab
GOOgle|L ephemeris Jupiter moons V| |G| Search - ﬁ glloblod(ed ‘? Check - 5::§ Autolink - A

mijd Io dRAisddec Europa dRAsddec Ganyme dRA&ddec Callis dRA&ddec
£3929.00000 109.90 -38.86 62.58 -14.13 272.70 -94.59 38.98 13.50
53929.16667 8%.49 -27.97 12.55 4,31 261.97 -88.43 8.07 24.49
53929.33333 33.72 -7.80 -37.73 22.36 245.83 -80.38 -22.84 35.37
53929.50000 -25.22 15.35 -85.18 38.52 224.04 -70.62 -53.63 46.10

Det er denne tabel vi vil have overfgrt til DataMeter. Det ggr vi ved
at sgrge for at bdde DataMeter og hjemmesiden vises pd en gang og
derefter traekke webikonet @ ind i DataMeter dokumentet

Tekst

Parameter

Opening Connection

Tl

Filer Rediger Vis Foretrukne Funktioner Hijeelp

@ Tibage - \) @ @ ‘-ih /':j Sag '*L"n'\? Foretrukne @ [r;-g - ;
3 Adresse http://pds—rings.seti.org/work/ephem_jup_7774.tab
'-},; ' H‘- Google L ephemeris Jupiter maons V| |Gl search ~ 52 Ehi0blocked 5 Check

mijd Io dRAsddec Europa dRALddec Ganyme dRALddec
53925.00000 1059.90 -38.86 62.58 -14.13 272.70 -84.58
53929.16667 85.45: -27.57 12.85 4.31 261.97 -88.43
| 53925.33333 38.72 -7.80 -37.73 22.36 245.63 -B80.38
| 53925.50000 -25.22 15.35 -85.18 38.52 224.04 -70.862
53929.66667 -80.42 33.00 -125.43 51.42 187.65 -58.35
53925.83333 -107.87 359.27=155:10 60.00 167.05 -46.82
53930.00000 -98.30 3207 =-2T1.70 63.52 132.80 -33.30
53930.16667 -55.21 13.83 -173.82 61.69 85,8937 =18.07

&) udfort © 1

DataMeter &bner da selv en forbindelse til webstedet og henter ta-
bellen ind i dokumentet (idet eventuel overskydende tekst fra hjem-
mesiden samtidigt gemmes i dataseetinspektgrens kommentarside).
Det sker altsa alt sammen automatisk, men husk at dataformatet pa
hjemmesiden skal veere kompatibelt med dataformatet i DataMeter!
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1.2 Variabelsammenhaenge: Fremskaffelse af data

Vi er nu Kklar til selve gvelsen. Ved at treekke tidsvariablen mjd (der
faktisk maler i dage) ind pa fgrsteaksen og positionsvariablene for de
fire Jupitermaner lo_dR, Europa_dR, Ganyme_dR og Callis_d
(der faktisk maler i buesekunder) ind pa andenaksen, kan vi se det
tidslige forlgb af planeternes beveegelse rundt om Jupiter. Laeeg meer-
ke til at titlerne er blevet en anelse forvreengede, om end det er ret
klart hvilke data, der hgrer til hvilke maner

Dataseet 1
mjd | lo_dR | Addec |Eur0pa_dR| Addec_1 [ Ganyme_dR Addec_2|CaIIis_d| RAddec
1 53929 109.9 -38.86 62.58 -14.13 2727 -94.59 38.98 13.5
2 53929.2 89.49 -27.97 12.95 4.31 261.97 -88.43 8.07 24.49
3 53929.3 38.72 -76 -37.73 22.36 245.63 -80.38| -22.84 35.37
4 53929.5 -25.22 15.35 -85.18 38.52 224.04 -70.62| -53.63 46.1
5 53929.7 -80.42 33 -125.43 51.42 197.65 -59.35/ -84.17 56.63
r

Datasaet 1 XY-plot| 5

© 400

=}

o

E

= 200

]

L. 4

o

g2 o

=23

2

5 -2004

fre}

% ]

2| -400+

'53930° " 53035 53040 53045 " 53050 53055 '539¢
mjd
o lo_dR a Ganyme_dR
m Europa_dR = Callis_d

Man kan tydeligt se at der er forskel pa hvor hurtigt de bevaeger sig
rundt om Jupiter og hvor langt veek de kommer fra Jupiter. Det er
sveerere at tolke enhederne. Men der kan vi nu bruge det samme
trick som ved Solsystemet. Vi behgver ikke de absolutte mal for om-
lgbstider og baneradier, men kan i stedet benytte relative mal. Da det
er Europa, der er den Jordlignende mane med chance for liv, bruger
vi Europa som standard.

@velse 1.2.1: Jupiters maner

Hent efemeriden for Jupitermanerne pa Internettet som beskre-
vet i det foregadende og leeg den ind i et dataseet. Traek variable
for tid og sted (Offset RA & Dec from Jupiter) for de fire Jupi-
termaner ind i et grafvindue. Husk at bruge relative mal!

Udmal nu pa figuren omlgbstider og baneradier for de fire Jupi-
termaner.

Omseet de fundne mal til relative mal ved at dividere igennem
med omlgbstiden henholdsvis baneradien for Europa.

Undersgg nu sammenhaengen mellem de relative omlgbstider og
de relative baneradier for Jupitermanerne.

Passer Keplers tredje lov?
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1.2 Variabelsammenhaenge: Fremskaffelse af data

Pvelse 1.2.2: Tilfeeldige rektangler

Vi slutter med en klassisk gvelse om rektangler og de variable, der

karakteriserer rektangler, hvor data konstrueres ved hjeelp af formler.

For overskuelighedens skyld baseres gvelsen pa fglgende variable
bredde — hgjde — omkreds — areal

For at kunne undersgge sammenhangene mellem disse variable skal

vi nu have opbygget en database over et stort antal rektangler. Det

ger vi ved at dbne en tabel og veelge menupunktet Tilfgj nye data,

hvor vi fx kan bede om 1000 nye data, svarende til at vi vil arbejde

med en database indeholdende 1000 rektangler

Ingen data Tifgj nye data...
<ny= k

My variabel, ..

Vis enheder

Vis formler

Vis i vindue
Opret dublet af tabel
Slet tabel

Tilfej data til Nyt datasaet

[100d 1

Fortryd | 0K |

Vi veelger nu at tilskrive rektanglerne tilfeeldige bredder og hgjder
mellem 0 og 1. Det ggres ved at indskrive formlen Tilfeeldig(0;1) i
tilknytning til variablene bredde og hgjde (faktisk behgver vi ikke en
gang tilfgje parametrene O og 1, da det netop er standardveerdierne)
TIfeeldige rektangler
bredde hgjde <ny> |
tifeeldig (0; 1) |tifeeldig (0; 1)

1 0.240727 0.0776033
2 0.489813 0.988961
3 0.406076 0.747103
4 0.23847 0.00639032
5 0.927043 0.998266

Tilfgj nu selv formlerne for de andre variable, dvs. omkreds og areal
og undersgg sammenhengene mellem de fire variable ved at treekke
dem ind i passende grafrum to af gangen. Overvej hvor mange kom-
binationer det er ngdvendigt at undersgge.

Klassificér de figurer, der fremkommer (trekanter, firkanter osv.) og
prgv specielt at finde ligningerne for de randkurver, der afgreenser
disse figurer.
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2. Variabelsammenhange

2.1 Linesere sammenhaenge

Den vigtigste sammenhaeng mellem to variable er den linesere sam-
menhaeng, hvor grafen som bekendt er en ret linje. S& lad os kigge
lidt neermere pa hvordan DataMeter handterer lineaere sammen-
heenge. Vi tager udgangspunkt i fglgende eksempel: En elev gennem-
fgrer en test pad en ergometercykel (kondicykel). Skemaet viser sam-
menhgrende veerdier af den effekt eleven yder og elevens puls

Effekt/Watt | 75 100 150 200
Puls 92 108 131 154

Vi skal undersgge sammenhangen mellem pulsen og den ydede ef-
fekt. Nar man kgrer kondicykel kan man typisk regulere belastningen
og samtidigt afleese effekten. Derved kan man selv veelge hvilken ef-
fekt man vil kere med. Samtidigt kan man male pulsen med en puls-
maler. Det er derfor neerliggende at opfatte effekten som den uaf-
haengige variabel som vi selv kan bestemme og pulsen som den af-
haengige variabel som vi maler. Vi indskriver derfor dataene i en tabel
og treekker Effekt ind pa fersteaksen og Puls ind p& andenaksen

Konditest i
Konditest XY-plot| 3

Effekt Puls 160-
[
enhed w att slag/min 1404
75W 92 slag/mi °
1 slag/min 1204
2 100 W| 108 slag/min = °
: ‘E 100+
8 150 W| 131 slag/min B °
=
4 200W| 154 slag/min w80
L]
5 604
[
404
20+
0

T
80 120 160 200
Effekt (w att)

Leeg meerke til enhederne: Slag (dvs. egentlig antal hjerteslag) er
ikke en standardenhed, s& fgr man indtaster vaerdierne for Puls skri-
ver man slag i enhedsfeltet og bliver spurgt om den skal tilfgjes som
brugerdefineret enhed. Derefter kan man aendre den til slag/min og
begynde indskrivningen af veerdierne. | grafrummet har vi ogsa juste-
ret pad andenaksen, s& man kan se hele farste kvadrant. Det kunne
godt ligne en lineser sammenheaeng da punkterne ser ud til med til-
naermelse at ligge pa ret linje. Vi skal s& have tilfgjet denne rette lin-
je. Her er der nu tre muligheder for at tegne rette linjer i DataMeter

Fri linje — Mindste kvadraters linje — Median-median linje
Vi vil ikke her komme naermere ind pa median-median linjen.
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2.1 Variabelsammenhaenge: Linesere sammenhaenge

Men den frie linje er en interessant mulighed

Fiern ¥-variabel: Effekt

Fiern Y-variabel: Puls Konditest Xy-ploth =
&0
Vis akselzenker 140
Tilpas akser til graf
. 1204
E
m £ 100/
'
Mindste kvadraters linje wm 204
Median-median linje W
5 604 %
o
404
200
0 40 a0 120 160 200
Effekt (watt)

= Pulz = (0.520 =lag / W min}Effekt + 31 =lag/min

Den styres med markgren, der vipper linjen, hvis man griber linjen
ude i en af siderne, mens linjen forskydes lodret, hvis man griber den
pa midten. Det gar det forbavsende nemt at placere linjen fornuftigt i
forhold til datapunkterne og samtidigt kan man afleese linjens ligning
for neden. Leeg dog meerke til at enheden for haeldningskoefficienten
er skrevet lidt sjusket: Der skal bade divideres med W og min, s& der
burde have veeret en parentes. Det er lidt flovt, men nar bare vi er
opmaerksomme pa det, burde det ikke volde store problemer i prak-
sis. Alene ud fra denne graf kan vi altsa slutte, at der med god til-
naermelse er tale om en lineseer sammenhaeng: Haeldningen er givet
ved 0.520 slag per minut per Watt, dvs. for hver gang effekten stiger
med 1 Watt stiger pulsen med 0.520 slag i minuttet. Startveerdien er
givet ved 51 slag i minuttet. Det er den sakaldte hvilepuls, idet det er
veerdien for pulsen, nar effekten er 0 Watt, dvs. nar vi ikke yder no-
get arbejde. For en utreenet person er hvilepulsen typisk ca. 60 slag i
minuttet, mens den for en toptreenet person kan komme ned pa 40
slag i minuttet. | dette tilfeelde ligger hvilepulsen tilsyneladende midt i
mellem.
Her har vi justeret linjen ind efter gjemal. Men der findes ogs& mere
objektive kriterier man kan justere den ind efter. Den mest benyttede
metode er den sdkaldte mindste kvadraters metode. Her tilfgjer man
de kvadratiske afvigelser ved at veelge menupunktet Vis kvadrater.
Samtidigt bliver man oplyst om summen af de kvadratiske afvigelser
(dvs. det samlede areal af de sma kvadrater). Man prgver nu si godt
man kan at justere linjen ind til denne kvadratsum er sa lille som mu-
ligt. Det kreever lidt fedteri, men som vist pa figuren naeste side kan
man altsd godt fa kvadratsummen ned omkring 8.3 og en tilhgrende
linje med ligningen

puls = 0.486 —29__. Effekt + 58 32

min-Watt min
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2.1 Variabelsammenhaenge: Linesere sammenhaenge

Konditest XY-plot| 3] Konditest XY-plot| %]

160+ 160+
140+ 140+
o
_'E“ 1201 _'E“ 1204
S 100- 5 1004
m =
W, 80- .80
o L]
E 60+ E 60+
40 404
204 204
O-I\I\I\I\I\I\I\I\I\I\I\I O-I\I\I\I\I\I\I\I T
120 160 200 0 40 80 120 160 200
Effekt (w att) Effekt (w att)
— Puls = (0.607 slag / W min)Effekt + 40 slag/min — Puls = (0.486 slag / W min)Effekt + 58 slag/min
Sum af kvadrater = 145.2 Sum af kvadrater = 8.286

Nu er hvilepulsen pludselig knap s& imponerende. Heldigvis skal vi
ikke selv fedte med mindste kvadraters linje. Den er indbygget som
et menupunkt man far adgang til ved at hgjreklikke i grafrummet

Konditest XY-plot| 3 !

160-
140+
120+
100+
80+
60+
40+
20
0

Puls (=lag/min}

(I) 2IO 4I0 6IO 8IO 1(IJO 12I0 14I10 160 1é0 2(I)O 2é0
Effekt (w att)
— Puls = (0.487 slag / W min)Effekt + 57 slag/min; r2 = 1.00
Sum af kvadrater = 8.237
— Puls =(0.486 slag / W min)Effekt + 58 slag/min
Sum af kvadrater = 8.286

Den ligger altsa ret taet pa den linje vi selv lige har fedtet os frem til,
men den mindste kvadratsum er altsd givet ved 8.237. Samtidigt far
vi tilfgjet en forklaringsgrad p& r> = 1.00, dvs. pd 100%. Det betyder
dog ikke at forklaringsgraden er praecis 100%, men blot at den af-
rundet til et helt tal er 100%. Det understgtter dog klart at den li-
nezere model giver en god beskrivelse af variationerne i data, idet vi
kan forklare teet ved 100% af variationen med den linesere model.

Vores bedste bud pa en ligning for den lineaere sammenhaeng er altsa

Puls = 0.487 229 . Effekt + 57 222

min-Watt

Hvilepulsen er 57 slag i minuttet og pulsen stiger med ca. 0.487 slag i
minuttet for hver gang effekten stiger med 1 Watt.

Man kan godt kaste yderligere lys over den lineaere model ved at til-
foje et residualplot. Det viser tydeligt forskellen mellem de observe-
rede veerdier og modelveerdierne, idet man sa at sige har sat et for-
stgrrelsesglas pa fejlene
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2.1 Variabelsammenhaenge: Linesere sammenhaenge

Konditest XY-plot| 3 !
160 .

1204

Puls (=lag/min}
[e2]
e

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
Effekt (w att)
o

T 15 .
2 00 5
& 15 °
T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220

Effekt (w att)
— Puls = (0.487 slag / W min)Effekt + 57 slag/min; r2 = 1.00
Sum af kvadrater = 8.237
— Puls =(0.486 slag / W min)Effekt + 58 slag/min
Sum af kvadrater = 8.286

Vi ser da at den typiske fejl pa pulsmalingerne er op til 1.5 slag i mi-
nuttet. Det virker ikke urimeligt for et forsgg af denne type.

Man kan ogsa ka_ste mere Condiest @
lys over forklaringsgra-

den. Den er et mal for hvor 1601

lille kvadratsummen 8.237 i 140, P
grunden er. Men for at kun- é 120 L

ne vurdere om kvadrat- 8 122

summen er lille eller stor mé& Ej:-' 60

man have et sammenlig- = 40l

ningsgrundlag: En standard 204

for kvadratsummer. Her oA

bruger man som saedvanligt 0 40 g0 120 160 200

i statistik en konkurrerende Effekt (w att)
— Puls = (0.487 slag / W min)Effekt + 57 slag/min; r2 = 1.00

model, den sdkaldte nulhy- Sum af kvadrater = 8.237

potese, i folge hvilken, der — Puls = middel (Puls)

slet ikke er nogen sammen- Sum af kvadrater = 2199

haeng mellem de to variable.

Ifglge nulhypotesen svinger den afhaengige variabel, her pulsen, altsa
i virkeligheden tilfeeldigt omkring sin middelveerdi. Men den kan vi
tilfaje som graf for en funktion med ligningen Puls = middel(puls). vi
ser da, at hvis alt er tilfeeldigt, fas kvadratsummen 2199. Men anven-
des den lineaere model fas kun 8.237, hvilket er under 0.5 % af 2199.
Den linezere model har altsa fjernet mere end 99.5% af kvadratsum-
men i forhold til nulhypotesen. Derfor kan man forklare mere end
99.5% af variationen i datapunkterne ved hjeselp af den linesere mo-
del, dvs. forklaringsgraden er over 99.5%, hvilket i den grafiske illu-
stration afrundes til 100%.
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2.1 Variabelsammenhaenge: Linesere sammenhaenge

Teknisk bemeaerkning: Funktioner for lineaser regression

Men kan godt treekke flere decimaler ud for sivel heeldningen og
skaeringen med andenaksen som forklaringsgraden. De er nemlig alle
indbyggede som funktioner i lommeregneren. Man kan derfor nemt
finde de 'preecise' veerdier i en beregningsboks. For at kunne regne pa
dataseettet skal man dog fagrst skabe en tilknytning mellem dataseet-
tet og beregningsboksen. Det sker ved at treekke titlen fra datassettet
ind i beregningsboksen

Konditest

| =
— Ingen data
Konditest }gs.f"?en wariabel her g | 4

R1=tal ()

Man far da som standard optalt antallet af observationer i datasaettet,
dvs. i dette tilfeelde 4. Men denne formel kan vi nu s&endre efter for-
godtbefindende, ligesom vi kan tilfgje flere formler. De relevante
formler findes da i afdelingen for Statistiske funktioner under Dob-
beltvariabel

® Formel for vaerdi

|- Statistiske A
] bbeltvariabel
> o rad Konditest
R IF2 [0 3 EY —
rrelation -
CoJC- A I0=]00] o 0.48745763 slag / W min
EIEI popKovarians 57.271186 slag/min
prognose 0.99625365
residual .
0.021136891 slag / W min
stdrejiHzeldning R1 = heeldning (Effekt; Puls)
] k;‘;kpf_ﬁ\:'fﬂ“ﬂf'ﬂ”s R2 = skeering (Effekt; Puls)
- _n arene - v R3 = forklaringsgrad (Effekt; Puls)
Foriyd |[ Anvena [ ok R4 = stdFejHeeldning (Effekt; Puls )

Funktionen forklaringsgrad{\arx; Vary) udregner kvadratet pa
korrelationskoefficienten for to numerizke (kvantitative) variable. Der kan
seettes et filter pd som et ekstra argument for at begrasnse udregningen
til en =peciel type observationer.

Eksempel: Formlen forklaringsgrad(Etage; Hejde) udregner kvadratet pd
korrelationzkoefficienten for Etager og Hejde.

Forklaringsgraden er alts& mere preecist givet ved 99.63%.

Det ser selvfglgelig imponerende ud med alle decimalerne, men i be-
tragtning af den usikkerhed som datapunkterne i gvrigt udviser, er
der i almindelighed slet ikke belaeg for flere decimaler end dem vi far
oplyst pa grafen. Faktisk kan man som vist ogsa godt fa udregnet et
skgn over standardfejlen for heeldningen af mindste kvadraters linje.
Den viser sig at veere pa 0.02 slag i minuttet per Watt, s derfor giver
det reelt ikke mening at oplyse den med mere end 2 decimaler som
0.49 slag i minuttet per Watt.
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2.1 Variabelsammenhaenge: Linesere sammenhaenge

Men lad os lige gagre eksemplet med kondicyklen feerdig. Vi har alle-
rede fundet elevens hvilepuls, men i virkeligheden har eleven ogsa en
maksimal puls. Der findes her en empirisk regel, der siger at summen
af den maksimale puls og elevens alder (i ar) er 220. | dette tilfaelde
er eleven 18 &r gammel og har derfor typisk en maksimal puls p& 202
slag i minuttet. Dette kan vi bruge til at finde den maksimale effekt.

Konditest Hv-plot} 5
2204
2004
180

- 160+

1404

1204

1004 <

80 (295.38 W, 202 slag/min)

ig 1 -,' start | & Introduktion ti DataM...

20+
I r———
0 50 100

lagdmin

)

[

Puls

150 200 250 300
Effekt (watt)
= Puls = (0.487 =lag / W min)Effekt + 57 slag/min: r£ = 1.00
=la
— pule = 202228
min

Vi tilfgjer som vist den vandrette linje med ligningen Puls = 20222

Der, hvor den skeerer grafen for pulsen som funktion af effekten, fin-
der vi den maksimale effekt. Ved at placere markgren teet pa skae-
ringspunktet kan koordinaterne som vist aflaeses pa statuslinjen.

De kan veere sveaere at afleese ngjag- Ingen data

. o . Slip en variabel her ‘ |
tigt, og man kan derfor ogsa i stedet

for forsgge sig med en beregning, | 297.74127 W

. .. . . sla sla
idet man vender linjens ligning om (zoszir? - 57m7?)
- b Rlz=—
y=ax+bol 2-x, 0487229
a mineW

Konklusionen er altsd at den maksimale effekt ligger pa ca. 298 W.
Ud fra den maksimale effekt kan man nu beregne den maksimale ilt-
optagelse, idet der ogsa her gaelder en empirisk formel

Maksimal_lltoptagelse = 13.3'_“—" -Maksimal_Effekt
min- W

Ved at dividere med elevens veegt, som i dette tilfeelde er oplyst til at

veere 83 kg, fas endelig konditallet, som viser sig at veere 48
Ingen data

Slip en variabel her |

47.751807 mL / kg min

13 3LL298W
R1="""min.wW

83kg
Dette kondital ligger indenfor middelomradet for en ung mand.
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2.2 Simple proportionaliteter

Ligefrem proportionalitet

Neest efter den linesere sammenhaeng er ligefrem proportionalitet den
vigtigste sammenhaeng mellem to variable. Dens vigtigste kendetegn
er at den bevarer proportioner, dvs. hvis den uafhaengige variabel fx
bliver dobbelt s& stort, geelder det samme for den afhaengige varia-
bel. Det ggr det ret nemt at genkende en ligefrem proportionalitet. Fx
er prisen for en vare ligefrem proportional med meangden: Kgber vi
dobbelt s& meget skal vi ogsa betale dobbelt s& meget. Tilsvarende er
massen af en genstand ligefrem proportional med rumfanget: Fylder
genstanden dobbelt sd meget far den ogsa den dobbelte masse.
Grafen for en ligefrem proportionalitet er en ret linje gennem (0,0),
dvs. ligningen er pa formen y = k-x, hvor haeldningen k ogsa kaldes
proportionalitetskonstanten. Den har ofte en simpel betydning.

Lad os fx se pd et forsgg, hvor vi vejer en veeske, der haeldes op i et
maleglas, samtidigt med at vi aflaeser rumfanget pa siden af male-
glasset. Vi kan da afseette sammenhgrende veerdier af Rumfang og
Masse i en tabel og afbilde sammenhangen i et XY-plot. Her ser vi
pa nogle typiske elevdata fra et elevforsgg med en 4% saltoplgsning

[
4% saltoplgsning XY-plot} 5

164

4% saltoplgsning °
Rumfang | Masse 144 0 °
enhed milliliter gram 124 °

1 4.5mL 4.36 gm
2 7.0 mL 6.95 gm
3 120mL| 12.06 gm
4 13.0 mL| 13.08 gm
5
6

Masse (gram)
I

14.0mL| 14.01 gm
15.5mL| 15.51 gm

0 2 4 6 8 1IO 12 14 16
Rum fang (milliliter)

Grafen kunne godt se ud som om det var en ret linje gennem (0,0),
ligesom vi fx kan se at nar rumfanget fordobles fra 7 til 14 mL for-
dobles massen tilsvarende fra ca. 7 gram til ca. 14 gram. Vi kan tilfg-
je den rette linje ved enten at veelge menupunktet Tilfgj fri linje el-
ler menupunktet Mindste kvadraters linje og derefter veelge menu-
punktet Las skaering til nul. Tilsvarende kan vi finde proportionali-
tetskonstanten k i tabellen ved at tilfgje en ny variabel, k_veaerdi, der
i dette tilfaelde star for veeskens massefylde og som udregnes som
forholdet (proportionen) mellem variablene Masse og Rumfang
Masse

Rumfang -

Den bgr s& med god tilneermelse veere konstant, hvorfor vi kan bruge
middelvaerdien som et bud pa oplgsningens massefylde.

k_veerdi =
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

4% saltoplgsning

Rumfang | Masse k_veerdi
enhed milliliter gram gm/mL
Masse
- Rumfang 4% saltoplesning

4.5 mL 4.36 gm| 0.968889 gm/mL
7.0 mL 6.95 gm 0.992857 gm/mL
12.0mL| 12.06 gm 1.005 gm/mL
13.0mL| 13.08 gm| 1.00615 gm/mL
140mL| 14.01gm 1.00071 gm/mL
155mL| 15.51gm 1.00065 gnm/mL

0.99570989 gm/mL
R1 = middel (k_veerdi)

ojla|l~|lw|IN|F

Vi kan som vist udregne denne middelveerdi i en beregningsboks, idet
vi skal huske fgrst at treekke titlen 496 saltoplgsning ind i bereg-
ningsboksen for at fa adgang til datavariablene. Massefylden ligger
meget teet pd 1.00 g/mL i overensstemmelse med grafen

4% saltoplgsning XY-plot| & !

164
144
124
104

Masse (gram)
I

T
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Rumfang (millliter)
— Masse = (1.00 gm/mL)Rumfang: r2 = 1.00

Sa langt er alt altsa godt og tilsvarende teknikker kan vi benytte til
andre ligefremme proportionaliteter. Vi kan endda ogs& bruge den
fundne k_veerdi til at indskrive ligningen for grafen direkte ved at
veelge menupunktet Plot funktion. Det ggr os uafhaengig af mindste
kvadraters linje, nar vi skal arbejde med andre modeller, hvor grafer-
ne ikke ngdvendigvis er rette linjer

4% saltoplgsning XY -plot| & !

16
14

- 12
10-
84

Masse (gram

T
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Rumfang (millliter)
— Masse = middel (k_veerdi) *Rumfang
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Teknisk bemeaerkning: Nulpunktsfejl

Der er dog et subtilt problem i den ovenstdende model, som det kan
veere veerd at veere opmaerksom pa. Standardveerdien for vands mas-
sefylde er 1.00 g/mL. Den er dog svagt temperaturafheengig og ved
stuetemperatur vil den typisk veere faldet til 0.998 g/mL. Det kan
imidlertid ikke forklare, hvorfor vi far en middelvaerdi sa lav som
0.996 g/mL, idet massefylden jo skulle blive hgjere, nar vi oplgser
salt i vandet. Vi kan veelge at sla det hen som et resultat af den
uundgaelige usikkerhed ved elevforsgg, dvs. reelt kan vi slet ikke se
forskel pa rent vand og saltoplgsninger i et elevforsgg af denne type.
Men der er jo trods alt brugt en preecisionsvaegt, sa vi kan ogsa se
om fejlen kunne ligge et andet sted. Her kan vi haefte os ved at det er
sveert at undgad nulpunktsfejl, specielt i rumfangsmalingen. Det er
tricket at afleese rumfanget preecist, bl.a. fordi veesken buer. Men hvis
der er nulpunktsfejl i malingerne af rumfang og masse betyder det jo
pa& den anden side, at grafen ikke laengere bliver en ret linje gennem
(0,0), idet de fysiske nulpunkter for rumfang og masse nu har nogle
andre veerdier. Grafen er derfor nok stadigveek en ret linje, men lig-
ger forskudt. Den svarer derfor ikke leengere til en ligefrem proportio-
nalitet, men nok til en lineser sammenhaeng. En sadan forskydning
andrer ikke ved healdningen af den rette linje, og det er jo haeldnin-
gen vi er interesseret i. | praksis skal vi derfor ikke Idse mindste kva-
draters linje til at ga gennem (0,0) hvis vi vil undga nulpunktsfejl!

4% saltoplgsning XY-plot| 3 !

16+

144
T 12 Ingen data
E 104 Slip en variabel her
= gl
o 0.16748768 mL
wn 64
g " 0.17gm

= m
2. 10159—L
ol m

0 2 4 6 8 1I0 12 14 16
Rum fang (milliliter)
= Masse = (1.015 gm/mL)Rumfang - 0.17 gm; r2 = 1.00

Et bedre bud pa heeldningen, og dermed saltoplgsningens densitet, er
altsd 1.015 g/mL. Samtidigt skyder vi altsa skylden for den 'forkerte’
skeering med andenaksen, dvs. de -0.17 g, pa nulpunktsfejlen. Da
nulpunktsfejlen formentlig skyldes problemer med rumfangsmalingen
skal vi sd i virkeligheden finde skaeringen med fgrsteaksen. Den bliver
som vist 0.17 mL, hvilket altsd betyder at rumfangsmalingerne sy-
stematisk ligger 0.17 mL for hgjt. Det er ikke nogen stor systematisk
fejl og kan derfor ikke udelukkes. Men moralen er altsd den overras-
kende, at den bedste bestemmelse af haeldningen for en ligefrem
proportionalitet fis ved at handtere den som en linezer sammenhaeng
for at undga eventuelle nulpunktsfejl.
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Omvendt proportionalitet

Vi géar derefter over til at se naermere pa den omvendte proportionali-
tet. Dens vigtigste kendetegn er at den vender proportioner (reciprok
proportion), dvs. hvis den uafhaengige variabel fx bliver dobbelt sa
stort, bliver den afhaengige variabel til gengeeld kun halvt sa stor. Det
ger der ogsad nemt at genkende en omvendt proportionalitet. Fx er
den tid man bruger for at tilbageleegge en bestemt streekning — fx
mellem huset og skolen — omvendt proportional med den hastighed
man karer: Kgrer vi dobbelt sd hurtigt tager det kun den halve tid.
Tilsvarende er trykket af en indespaerret gas omvendt proportionalt
med rumfanget: Speerres gassen inde pa den halve plads stiger tryk-
ket til det dobbelte.

Grafen for en omvendt proportionalitet er en ligesidet hyperbel, dvs.

ligningen er p& formen y = k/x (y =k -x™), hvor k kaldes proportio-
nalitetskonstanten. Lad os som et eksempel se p& hvor lang tid en
mand, som drikker alkohol, er om at forbraende en genstand

S4 lang tid er du om
at forbrende en genstand

Tid om at forbraeende 1 genstand

Veaagt Meznd Kvinder

50 kg 1 time og 36 minutter 2 timer 24 minutter
60 kg 1 time og 20 minutter 2 timer

70 kg 1 time og 9 minutter 1 time 43 minutter
80 kg 1 time 1 time 30 minutter
90 kg 53 minutter 1 time 20 minutter
100 kg 48 minutter 1 time 12 minutter

Kilde: Pjece fra Sundhedsstyrelsen: Fakta om alkohol, 1997.

Vi indskriver derfor data for forbreendingstiden for meend, idet vi farst
omseetter alle tiderne til minutter og treekker variablen Vaegt ind som
uafhaengig variabel og variablen Forbraendingstid ind som afhaengig
variabel

Forbreending af en genstand Forbreending af en genstand XY-plot| 3 !
Veegt |Forbreendingstid oY1 °
enhed kilogram minutter o |
£ 804 °
1 50 kg 96 min =2
. E °
2 60 kg 80 min = 60 o
3 70 kg 69 min w °
=11 ]
4 80 kg 60mn| S 40
[ =
5] 90 kg 53 min B
B 100 kg a8mn| £ 201
frss
T T T T T
20 40 60 80 100

Veegt (kilogram)

36 © Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006



2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Sammenhaengen er tydeligt aftagende. Grafen kunne godt se ud som
om det var en ligesidet hyperbel, ligesom vi fx kan se at nar veegten
fordobles fra 50 kg til 100 kg falder forbreendingstiden til det halve,
idet den falder fra 96 minutter til 48 minutter. Vi kan finde proportio-
nalitetskonstanten k i tabellen ved at tilfgje en ny variabel, k_veerdi,
der udregnes som produktet mellem variablene Veaegt og Forbraen-
dingstid

k_veerdi = Veegt - Forbreendingstid
Den bgr s& med god tilneermelse veere konstant, hvorfor vi kan bruge
middelvaerdien som et bud pa veerdien af proportionalitetskonstanten.

Forbraending af en genstand

Veaegt Forbreendingstid k_veerdi
enhed kilogram minutter kg min
= | Vegt-Forbraendingstid Forbreending af en genstand
1 50 kg 96 min 4800 kg min
2 60 kg 80 min 4800 kg min 4800 kg min
3 70 kg 69 min 4830 kg min| R1 = middel (k_vaerdi)
4 80 kg 60 min 4800 kg min
5 90 kg 53 min 4770 kg min
6 100 kg 48 min 4800 kg min

Vi kan som vist udregne denne middelveerdi i en beregningsboks, idet
vi skal huske fagrst at treekke titlen Forbreending af en genstand
ind i beregningsboksen for at fa adgang til datavariablene. Proportio-
nalitetskonstanten k ligger meget taet pd 4800 kg-min. Vi kan ogsa
bruge den fundne k_veerdi til at indskrive ligningen for grafen ved at
veelge menupunktet Plot funktion.

[
Forbreending af en genstand XY-plot} ]

1204

1004

80+

60

Forbrandingstid (minutter)

20 40 60 80 100 12(
Veegt (kilogram)
middel (k_veerdi)
Veegt

— Forbraendingstid =

@nsker vi nu fx at finde forbreendingstiden for en mand med veegten
62 kg kan vi dels finde den ved en beregning ud fra den fundne lig-
ning Forbreendingstid = 4800 kg-min/Veegt eller vi kan afleese den
grafisk, idet vi tilfgjer den lodrette linje Veegt = 62 kg ved hjeelp af
menupunktet Plot veerdi
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Forbrasnding af en genstand

',f 100
E <
£ 50 (61.848 kg, 77.610 min)
= F_
2 a ‘s start [
g
5 70
B
5 €0 )
= Forbreending af en genstand
o5 \
" 40 so s0 70 80 90 77.419355 min
Vgt (kilogram} R = middel (k_veerdi)

iddel (k_vaerdi} 62k

= Forbreendingstid = Inidde? {k_verdl) 9
Vaegt

| 52kg=62kg
I begge tilfeelde finder man en forbreendingstid pa ca. 77.5 minutter.

Men nu handlede de givne oplysninger ogsd om kvinders forbraen-
dingstid. Det er derfor neertliggende at tilfgje kvindernes data til ta-
bellen. Det kan ggres pa to vaesensforskellige mader:

1) Vi kan tilfgje en ny sgjle med kvindernes forbreendingstider og
fx kalde den Forbraendingstid_kvinde (og tilsvarende aen-
dre den forrige til Forbreendingstid_maend). Men leeg maer-
ke til, at det kan vi kun gare s& nemt fordi det er de samme
veaegtklasser for de to kan.

2) Vi kan ogsa tilfgje en ny variabel Kgn, hvorefter vi tilfgjer de
resterende oplysninger om kvinder til tabellen. Dette er langt
mere i DataMeters and

Forbraending af en genstand

Veegt Forbreendingstid Kan k_veerdi
enhed kilogram minutter kg min
= VegtsForbraendingstid
1 50 kg 96 min| Mand 4800 kg min
2 60 kg 80 min| Mand 4800 kg min
& 70 kg 69 min| Mand 4830 kg min
4 80 kg 60 min| Mand 4800 kg min
5 90 kg 53 min| Mand 4770 kg min
6 100 kg 48 min| Mand 4800 kg min
7 50 kg 144 min| Kvinde 7200 kg min
8 60 kg 120 min| Kvinde 7200 kg min
9 70 kg 103 min| Kvinde 7210 kg min
10 80 kg 90 min| Kvinde 7200 kg min
11 90 kg 80 min| Kvinde 7200 kg min
12 100 kg 72 min| Kvinde 7200 kg min

I tabellen ses da, at kvindernes konstant er ca. 7200 kg-min.
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Vi kan nu handtere de to kegn separat i grafvinduet ved dels at treekke
variablen Kgn ind i grafrummet, dels udregne middelveerdierne for
variablen k_veerdi separat for de to kgn. Det kan fx ske ved at tilfgje

betingelserne (filtrene)
Kgn = "Mand" henholds-
vis Kgn = "Kvinde" til den
statistiske funktion mid-
del(), dvs. ved at skrive
kommandoen pa formen
middel(k_veerdi; Kgn =
"Mand") og tilsvarende for
kvinder. Leeg meerke til at
vi har sat kategorien
"Mand" i anfgrselstegn for
at markere, at det er nav-
net p& en kategori og ikke
navnet pa en variabel.

Forbrzending af en genstand

Kvinde | 7201.6667 kg min

Kan
Mand 4800 kg min
Sgjle total|  6000.8333 kg min

R1 = middel (k_veerdi)

Men vi kan ogsa som vist
fa de to ken adskilt i en
beregningsboks.

Hvis vi s& fx vil finde ud af
hvor meget en kvinde skal
veje for at have den
samme forbraendingstid
som en mand pa 62 kg,
kan vi finde ud af det ved
forst at tilfgje den lodrette
linje Veegt = 62 kg og
afleese skeering med
maendenes graf (77.5
min). Derefter tilfgjes den
vandrette linje Forbraen-
dingstid = 77.5 min og vi
afleeser skeering med
kvindernes graf. Vi finder
da pa statuslinjen at den
korresponderende veaegt
for kvinder er ca. 93 kg

(92.938 kg, 77.489 min)

Forbraending af en genstand

Forbr&ndingstid (minutter)

XY-plot | % !

160

140:

120:

100:
80\\

60+
40
204
04
T T T T T T T T
50 60 70 80 90 100 110
Veegt (kilogram)
— Forbraendingstid = middel (k_veerdi; Kgn = "Mand")
Vegt
— Forbraendingstid = middel (k_veerdi; Kgn = "Kvinde")
Veegt
Kgn
o Kvinde s Mand
Forbraending af en genstand X' -plot =
1604
o 140
g
2 1204
.E
B 100-\\‘
w
@ 804
E
T 801 \\‘\'ﬂ‘\
=
g 4]
=
2 207
U.
50 &0 70 a0 50 100 110
Vaagt (kilogram})
— Forbraendingstid = middel {k_vzerd ; Ken = "Mand™}
Veaegt
- middel {k_weerd ; Ken = "Kvinde™)
— Forbraendingstid =
Vgt
| 62kg =82 kg
== Forbraendingstid = 77.3min
Ken
o Kvinde m and
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Sammenhangen mellem bglgeleengde og frekvens for en lydgiver er
et andet typisk eksempel pa en omvendt proportionalitet. Bglgelaeng-
den og frekvensen er nemlig omvendt proportionale og proportionali-
tetskonstanten er netop lydens fart

bglgeleengde - frekvens = lydens fart
Her fglger nu data fra et eleveksperiment med lydresonanser

Fotoet viser en opstilling til bestem-
melse af lydens fart i luft. Den ene
ende af et dbent rar er stukket ned i
vand. Over rgret er anbragt en hgijtta-
ler, som udsender en tone med en
valgt frekvens f. Rgret flyttes op og
ned for at finde de positioner af rgret,
hvor lyden forsteerkes. For hver fre-
kvens bestemmes afstanden AL mel-
lem to nabopositioner, hvor lyden for-
steerkes. Lydbglgerne i rgret har bgl-
geleengden 2-AL.

Tabellen viser sammenhgrende veer-
dier for frekvensen f og afstanden AL.

Bestem ud fra oplysningerne i tabellen
en veerdi for lydens fart i luft.

f/kHz | 1,2 1,6 2,0 24 2,8 3,2 3,6 4,0
AL/m | 0,144 | 0,110 | 0,083 | 0,070 | 0,060 | 0,053 | 0,050 | 0,043

FOTO: ELSE‘!‘EETH PETERSEN

Da bglgeleengden er det dobbelte af AL i folge opgaveteksten kan vi
nu nemt konstruere den forngdne tabel i DataMeter

Lydens fart
f Delta_L | Lambda | k_veerdi
enhed kilohertz meter meter m/s
= 2Delta_L |f+Lambda
1 1.2 kHz 0.144 m 0.288 m| 345.6 m/s Lydens fart
2 1.6 kHz 0.110 m 0.22m| 352m/s ‘
3 2.0 kHz 0.083 m 0.166 m| 332 m/s 343.1 m/s
4 2.4 kHz 0.070 m 0.14 m| 336 m/s R1 = middel (k_veerdi)
5) 2.8 kHz 0.060 m 0.12m| 336 m/s
6 3.2 kHz 0.053 m 0.106 m| 339.2 m/s
7 3.6 kHz 0.050 m 0.1m 360 m/s
8 4.0 kHz 0.043 m 0.086 m| 344 m/s

Lydens fart, dvs. k_veerdi, er altsid med rimelighed den samme for
alle datapunkterne. Et godt bud pa lydens fart i luft er derfor middel-
veerdien, som er givet ved 343.1 m/s. Leeg meerke til enheden for
variablen k_veerdi, der i forste omgang anfares som kiloHertz-meter.
Ved at ga ind i enhedsfeltet og overskrive den med den kompatible
enhed m/s, omsaettes resultatet automatisk som vist pa figuren.
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Vi kan ogsa checke grafen for sasmmenhaengen mellem frekvensen og
bglgeleengden for at se om den med rimelighed kan beskrives med en
omvendt proportionalitet

[
Lydens fart XY-plot| 3

0.30+
= 0.257
0.20+
0.154
0.104
0.054
0.00+

Lambda (meter
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0.004 ° °
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L e o e o e e B B e e e S
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 3.5 40 45
f (kilohertz)
middel (k_veerdier)
f

— Lambda =

Vi har da tilfgjet et residualplot for at kunne vurdere afvigelserne
mellem modellen og de faktiske malinger. Vi ser dels, at afvigelserne
ligger rimeligt tilfeeldigt, dels at de holder sig under 0.005 m, dvs.
under 5 mm, og det er ikke urimeligt for et elevforsgg af denne type.

Omvendt kvadratrodsproportionalitet

Som et eksempel pa en lidt mere kompliceret proportionalitetsmodel
slutter vi med at se neermere pa sammenhangen mellem en planets
afstand til Solen (i astronomiske enheder) og dens middeltemperatur
(i kelvin, der er standardenheden for temperatur i DataMeter idet
temperaturen i Kelvinskalaen netop har veerdien nul i det absolutte
nulpunkt)

Planettemperaturer )
Planet| Afstand |Tempe...| Planettemperaturer [xY-pit[3)
800
enhed astronomisk...| kelvin °
700+
1 Merkur 0.387 ae 440K _ 600
2 Venus 0.723 ae 737K %
=, 5001
3 Jorden 1ae 288 K ::; 400 °
4 Mars 1.524 ae 210K 2 3004 |
5 Jupiter 5.203 ae 129 K E 200] |e
6 Saturn 9.555 ae 97 K 100- ° o
o o
7 Uranus 19.218 ae 58 K o °
8 Neptun 30.11 ae 58 K 0 5 10 15 20 25 30 35 40
9 Pluto 39545 ge 50 K Afstand (astronomiske enheder)
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Bortset fra planeten Venus, der har taget et ordentligt hop opad i
temperaturen, kunne det tyde p& en paen aftagende sammenhaeng,
hvor temperaturen falder systematisk med den voksende afstand til
Solen. Ser vi fx pa parret Merkur og Mars eller pa parret Jupiter og
Uranus kunne det godt se ud til, at nar afstanden bliver ca. fire gange
sa stor bliver temperaturen ca. halveret. Det tyder pa en omvendt

kvadratrodsproportionalitet y = k /+/x = 4k? / x = (k - X ?) . Men det

kan vi jo godtgere ved at undersgge om y? - X med tilnsermelse er

konstant. Vi tilfgjer derfor en ny sammensat variabel, der i dette til-
feelde korresponderer med kvadratet pa k-veerdien

Planettemperaturer

Planet Afstand Tempe... k_kvadratveerdi
enhed astronomisk...| kelvin ae K2

_ AfstandTemperatur2
1 |Merkur | 0387ae| 440K 74923 ae K/2
2 Venus 0.723 ae 737 K 392711 ae K2
3 Jorden 1ae 288 K 82944 ae K"2
4 Mars 1.524 ae 210K 67208 ae K*2
5 Jupiter 5.203 ae 129 K 86583 ae K"2
6 Saturn 9.555 ae 97 K 89903 ae K"2
7 Uranus 19.218 ae 58 K 64649 ae K2
8 Neptun 30.11 ae 58 K 101290 ae K*2
9 Pluto 39.545 ae 50 K 98862 ae K2

Planettemperaturer

83295.451 ae K2
R1 = middel (k_kvadratveerdi; Planet # "Venus")

Med planeten Venus som en bemeerkelsesveerdig undtagelse ser det
ud som om k-kvadratet er rimeligt konstant. Derfor har vi trukket en
middelveerdi ud, hvor vi har fjernet Venus ved hjeelp af en ekstra pa-
rameter (filter) til middel()-funktionen, dvs. skrevet beregningen pa
formen middel(k_kvadratveerdi; Planet # "Venus") med "Venus" i
anferselstegn for at markere, at det er navnet pa en kategori. Man far
fat i "forskellig fra'-tegnet = (der ligger samme sted pa lommeregner-
tastaturet som lighedstegnet =) ved at holde CTRL-tasten nede.

Vi kan sa checke sammenhaengen grafisk idet vi igen filtrerer Venus
ud som en bemeerkelsesveerdig undtagelse. For at kunne vurdere
modellen ngjere tilfgjer vi ydermere et residualplot over afvigelserne
mellem modellen og de faktiske temperaturer (se figur naeste side).
Vi ser da, at Merkur og Mars ligger lidt lavt, men ellers passer model-
len rimeligt. Der geelder altsa fglgende standardlov for sammenhaen-
gen mellem en planets afstand og dens middeltemperatur

83300ae - K?
Temperatur = ,| ——
Afstand
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2.2 Variabelsammenhaenge: Simple proportionaliteter

Planettemperaturer XY-plot 3 !
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— Temperatur =«/m|ddel (k_kvadratveerdi; Planet # "Venus")
Afstand
Planet # "Venus"

En sddan model kan bl.a. bruges til at undersgge den sakaldte habi-
tabilitetszone omkring Solen, dvs. indenfor hvilke greenser afstanden
kan ligge for at der er chance for at finde liv. Et rimeligt kriterium er
da at forlange at der skal kunne veere flydende vand pa planeten.
Men sa skal temperaturen jo ligge mellem 273 K og 373 K. Vi tilfgjer
derfor disse vandrette linjer til grafen

——]
Planettemperaturer XY -plot
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=
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Afstand (astronomiske enheder)
— Temperatur =J middel (k_kvadratveerdi; Planet # "Venus")
Afstand

— Temperatur = 273kelvin
— Temperatur = 373kelvin
| middel (Afstand; Planet = "Venus") =0.723 ae

Vi ser at Jorden lige netop ligger indenfor denne zone. Venus derimod
ligger alt for hgjt (idet noget er gaet grueligt galt for Venus, der bur-
de ligge indenfor). Endelig ligger Mars for lavt. Blandt planeterne er
det altsd kun Jorden, der har faet mulighed for at udvikle stabilt liv.
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2.3 Fibonaccital og eksponentiel vaekst

Fibonaccitallene seettes ofte i forbindelse med formeringsmgnstre hos
kaniner eller bier. Her vil vi se p4 dem fra en kombinatorisk synsvin-
kel. Vi arbejder da med flisedaekninger bestdende af en enkelt raekke
kvadratiske felter, hvor vi kun méa anvende enkeltbrikker (der daekker
et enkelt kvadratisk felt: |:|) og dominobrikker (der deekker to kva-
dratiske felter: ..). Det kan fx se saledes ud

[ T | I

Denne flisedeekning deekker i alt 7 felter ved hjeelp af 5 fliser, idet vi
har anvendt 3 enkeltbrikker og 2 dominobrikker.

Det kombinatoriske problem bestar nu i at undersgge pa hvor mange
mader man kan deekke n felter med enkeltbrikker og dominobrikker.
Vi kan da starte med at udfylde en simpel tabel

Antal Flisedaekninger Fibonac-
felter n 9 cital F,

1 [] 1

> [T] Bl >

3 HEEE | EgE | 3

OO O e |
[N BN

Prgv selv at udfylde resten af tabellen og finde derved de fgrste 8 fi-
bonaccital. Kan du se noget mgnster i tallene?
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2.3 Variabelsamenhaenge: Fibonaccital og eksponentiel veekst

Teknisk bemeaerkning: Den rekursive formel for fibonaccital
Det ser ud som om hvert nyt fibonaccital er summen af de to forega-
ende, dvs.

Fn = Fn—l + Fn-2
At dette virkeligt er rigtigt kan vi nu argumentere for pa fglgende
made: Vi ser pa en flisedaekning med n felter

Den mé& da som vist enten slutte med en enkeltbrik eller med en do-
minobrik:

1) Hvis den slutter med en enkeltbrik ma de resterende brikker
deekke de n-1 foregdende felter. Det kan de ggre pa F,_, forskellige
mader.

2) Hvis den slutter med en dominobrik ma de resterende brikker
deekke de n-2 foregdende felter. Det kan de ggre pa F,., forskellige
mader.

Men det viser netop at der er F,_; + F,., forskellige mader man kan
deekke n felter pa. Altsa geelder den fglgende rekursive formel for Fi-
bonaccitallene

F = Fn—l + I:n—2 .

Formlen kaldes rekursiv fordi den i stedet for at tillade en direkte be-
regning af Fibonaccitallene viser tilbage til tidligere Fibonaccital. P4 et
eller andet tidspunkt ndr man da tilbage til startveerdierne F; = 1 og
F, = 2, og man kan da endeligt fastleegge slutveerdien. Hvis vi fx vil
beregne Fs ser det saledes ud

Fs = F4 + Fs

=Fs+F)+ (F+Fy)

((Fz + F) + F) + (F2 + Fy)
=3F, +2F;, =32 +21=8

Hvis vi nu vil lege videre med Fibonaccitallene skal de skrives ind i en
tabel. Det kan godt veere treels, hvis de skal skrives ind i handen.
Heldigvis understgtter DataMeter rekursive formler for variable. |
dette tilfeelde er hvert nyt fibonaccital summen af de to foregaende. |
DataMeters formulering ser det saledes ud

Fibonaccital = forrige(Fibonaccital) + forrige(forrige(Fibonaccital))

Men dertil kommer en ekstra parameter i forrige()-funktionen, der
fortzeller hvilken veerdi man skal bruge, nar man nar til det farste Fi-
bonaccital F; = 1 i tabellen. Vi udnytter da at der forud for det farste
Fibonaccital ma ga veerdierne F, = 1 og F_;, = 0, da de ellers ikke vil
passe med mgnstret. Den faerdige formel ser derfor saledes ud

Fibonaccital = |forrige (Fibonaccital; 1) + forrige ( farrige (Fibonaccital; 1) ; Oj
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2.3 Variabelsamenhaenge: Fibonaccital og eksponentiel veekst

Det er nu ikke sveert at oprette en tabel med de fgrste 20 fibonaccital

og konstruere den tilsvarende graf

Fibonaccital

n Fibonaccita
_ indeks | forrige (Fibonacc
10 10 89
11 1 144
12 12 233
13 13 377
14 14 610
15 15 987
16 16 1597
17 17 2584
18 18 4181
19 19 6765
20 20 10946

Fibonaccital

Fibonaccital

10004

800+

600+

4001

200+

[ XY-plot| 5]

o

Fibonaccitallene vokser meget hurtigt og vi kan nemt f4 en fornem-
melse af at vaeksten foregar eksponentielt. | sa fald skal fremskriv-
ningsfaktoren med tilneermelse veaere konstant. Men den kan vi jo ud-
regne som forholdet mellem et fibonaccital og det naeste fibonaccital

(hvor den ekstra tomme para-
meter """ skal sikre at naeste()-
funktionen er udefineret, nar vi
nar slutningen af tabellen).

Det ser ret s& lovende ud idet
fremskrivningsfaktoren hurtigt
stabiliserer sig pa tallet
1.618034... Maske kan du gen-
kende dette tal som det gyldne
snit, hvis du har leget med det
gyldne snit i andre sammen-
heenge. | hvert fald indfgrer vi
nu en parameter ved at treekke
parameterveerktgjet ned fra
veerktgjshylden. Denne parame-
ter giver vi veerdien det gyldne
snit ®, som vi skriver som Phi

r'h'\ Phi =1.618034

161790 161805 161820
Ved at hgjreklikke pd paramete-
ren Phi far vi adgang til at ind-
skrive formlen for det gyldne
snit som vist pa figuren.

Fremskrivningsfaktor =

naeste (Fibonaccital; ")

Fibonaccital
Fibonaccital

n Fibonaccital Fremskriv...
_ indeks | forrige (Fibonacc| neeste (Fibona
Fibonacc
10 10 89 1.61797753
11 11 144 1.61805556
12 12 233 1.61802575
13 13 377 1.61803714
14 14 610 1.61803279
15 15 987 1.61803445
16 16 1597 1.61803381
17 17 2584 1.61803406
18 18 4181 1.61803396
19 19 6765 1.61803400

20 20 10946

Phi =

(1+5)
2
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2.3 Variabelsamenhaenge: Fibonaccital og eksponentiel veekst

Vi kan nu ogsa fremskaffe et bud
pa startveerdien b for den ekspo-
nentielle veekst y = b-a*, idet vi
vender formlen om: b = y/a*.
Ogsa startvaerdien stabiliseres
hurtigt p& en fast veerdi
0.72360680... som det kan veere
sveerere at genkende. Men far
man det lykkelige indfald at kig-
ge pa multipla af startveerdien
opdager man ret hurtigt en for-
bindelse til det gyldne snit. Fem
gange startveerdien b er nemlig
det samme som det gyldne snit
lagt sammen med to

D +2

5b=0+2< b=

Den eksponentielle veekstmodel

for fibonaccitallene er altsd givet ved F, = 22 - ®"

Fibonaccital

n Fibonaccital | Eksponent...

_ indeks | forrige (Fibonacc| (PHI+ 2) Pyl
5

1 1 1 1.17
2 2 2 1.89
3 3 3 3.07
4 4 5 4.96
5 5 8 8.02
6 6 13 12.98
7 7 21 21.01
8 8 34 33.99
9 9 55 55.00
10 10 89 89.00

Fibonaccital

n Fibonaccital | Startveerdi
_ indeks | forrige (Fibonacc| Fibonaccital
i PHI"
11 11 144| 0.72359982
12 12 233| 0.72360946
i3 13 377| 0.72360578
14 14 610 0.72360719
15 15 987 0.72360665
16 16 1597| 0.72360685
17 17 2584| 0.72360678
18 18 4181| 0.72360681
19 19 6765 0.72360679
20 20 10946 0.72360680

Fibonaccital ‘
3.618034

R1 =5 sidste (startvaerdi)

Fibonaccital

1UUUA
800
600
4004
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[ XY-plot} 5]
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Formlen passer utroligt flot. Faktisk kan man finde den praecise veerdi
af det n'te fibonaccital ved at afrunde modelveerdien til et helt tal.

Dvelse 2.4.1: Kvadratet pa fibonaccital
Undersgg summen af to p& hinanden fglgende kvadrater p& Fi-
bonaccital: F_>+F?. Hvad er mgnstret?

Udfordring: Kan du vise den fundne formel kombinatorisk?

Dvelse 2.4.2: Den direkte formel for fibonaccital
Undersgg afvigelserne for den eksponentielle veekstmodel:

F,—%2-®"  Find derved en direkte eksakt formel for forst afvi-

gelserne og derneest fibonaccitallene selv.
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2.4 Variabelkontrol

Nar man skal undersgge sammenhaengen mellem to variable er det
meget vigtigt, at man har kontrol over variablene, dvs. har sikret sig,
at der ikke er andre — skjulte — baggrundsvariable, der blander sig i
undersggelsen. Ikke blot kan de slgre sammenhangen mellem de to
variable, men de kan endda vende en sammenhang helt om. Lad os
fx teenke os at vi vil undersgge massefylden af vand og at vi vil ind-
hente nogle empiriske data. Dem kan vi fx finde pa DMI's hjemme-
side, hvor man lgbende rapporterer massefylden og temperaturen af
havvand for en reekke udvalgte lokaliteter langs de danske kyster

Vandtemperatur Massefylde
<o L2 kg/mH 1024
Hd 1017
&2 1025
4] pb3
[
72
5 1 2
Y3 of B, 101 1015
57 1005
5,2 1014
L) 7 ?S" ] 18§ ? 1007
60 36 57 1085 18180 .
6.0
71
bb
47 Fga 8. december 2005 10:45 1009° ) pog 8. december 2005 10:54

Men det kunne jo sa give anledning til en undersggelse af sammen-
haengen mellem temperaturen og massefylden for dansk havvand. Vi
taster derfor tallene ind i en tabel (for de malestationer, hvor begge
variable er oplyst) og konstruerer en graf over sammenhgrende veer-
dier af variablene Vandtemperatur (med Celcius som en brugerdefi-
neret enhed og gradtegnet ° indskrevet som grader) og Massefylde

DMI 8 december 2005

Vandtemperatur | Massefylde

enhed ° Celcius kg/m"3 DMI 8 december 2005 m
1 6.7 ° Celcius| 1006 kg/m*3 1026+ .
2 5.2 ° Celcius| 1008 kg/m*3 1024+ °
3 4.7 ° Celcius| 1009 kg/m*3 1022+
4 6.1 ° Celcius| 1007 kg/m*3 & 10201
5 5.7 ° Celcius| 1005 kg/m3| 5, 10181 .
6 6.1 ° Celcius| 1015 kg/m"3 E 1016+ ° .
7 3.6 ° Celcius| 1010 kg/m*3 = 10144 °
8 6.0 ° Celcius| 1009 kg/m3 § 10121 °
9 6.2 ° Celcius| 1014 kg/m*3 = 10101 o R R
10 5.7 ° Celcius| 1012 kg/m*3 1008+ ° .
11 5.6 ° Celcius| 1017 kg/m*3 1006+ o °
12 10.7 ° Celcius| 1024 kg/m3 1004+
13 6.2 ° Celcius| 1025 kg/m*3 ‘ ‘i ‘ é ‘ é ‘ % ‘ é ‘ é ‘ 1I0 ‘ 1I1
14 4.7 ° Celcius| 1016 kg/m*3 Vandtem peratur (° Celcius)
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

Det ser unaegteligt lidt mudret ud — og hvad veerre er, sa ser det
naermest ud som om sammenhangen er stigende. Men alt andet lige
forventer vi jo at massefylden falder med stigende temperaturer, for-
di veesker ligesom faste stoffer udvider sig nar de varmes op (med
vand som en bemaerkelsesvaerdig undtagelse nar vi neermer os fryse-
punktet, men s& koldt er det ikke i den ovenneevnte graf). S& hvad er
der gdet galt? Hvis vi skal undersgge sammenhaengen mellem vand-
temperatur og massefylde skal vi sikre os at vi kun varierer variablen
Vandtemperatur, dvs. vi skal holde alle andre variable konstante i
undersggelsen. Her skal vi altsa sikre os, at det danske havvand i alle
andre henseender end lige netop temperaturen har den samme be-
skaffenhed. Men det er langt fra tilfeeldet. Der er stor forskel pa sam-
mensaetningen af det ferske vand fra Jstersgen og det salte vand fra
Vesterhavet. Sa hvis nu saltholdigheden havde en vaesentlig indfly-
delse pa massefylden kunne den ga ind og gdeleegge hele vores un-
dersggelse. Heldigvis har DMI ogsa taget malinger af saltholdigheden

i
DMI 8 december 2005 XY-plot| 3 |
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10224

& 10204

5, 1018

10164
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10104
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208 20 . v 10064

11,0 125 72 ]

10044

Saltholdighed
C/oo) 314

ETF )

151 187

Massefylde (k

3 4 5 6 7 8 9 10 M
113" gy 8. december 2005 1053 Vandtem peratur (° Celcius)
= Massefylde = (-1.20 kg / m"3 ° Celcius)Vandtempera
Saltholdighed (promille)

0 5 10 15 20 25 30 35

Tilfgjes disse data til vores tabel kan vi som vist treekke variablen
Saltholdighed ind i grafrummet for at se hvordan den pavirker sam-
menhaengen. Den viser da klart at hvis vi indskraenker os til kun at se
pa datapunkter med tilnsermelsesvis samme saltholdighed er sam-
menhaengen som forventet aftagende. Pa grafen har vi fx tilfgjet en
tendenslinje for det nederste band bestaende af 7 datapunkter med
saltholdigheder taet pa 10 promille. De hgje massefylder kommer alt-
sa ikke fra en stigning i temperaturen men fra en stigning i salthol-
digheden. Faktisk har saltholdigheden langt stgrre indflydelse p&
massefylden end temperaturen. Det kan vi se ved i stedet at afbilde
sammenhaengen mellem saltholdighed og massefylde. Vi far da en
meget klar lineser sammenhaeng, der viser at massefylden stiger med
ca. 0.75 kg/m? for hver gang saltholdigheden stiger med 1 promille
(og endvidere er der en startveerdi pd 1000.4 kg/m?)
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

DMI 8 december 2005

Massefylde [ Saltholdighed f
4 g DMI 8 december 2005 XY-plot| 3
enhed kg/m*3 promille
1026+
. ()
1 1006 kg/m"3 7.2 promille 10244
. .
2 1008 kg/m"*3 9.8 promille 10224
. .
3 1009 kg/m"3 11.3 promille — 10201
A il =
4 1007 kg/m"3 9.1 promille E 10184
A i 2
B 1005 kg/m"3 6.1 promille ;, 10164
6 1015 kg/m"3 18.7 promille b=}
= 1014+
7 1010 kg/m"3 12.5 promille [
#1012
8 1009 kg/m"3 11.0 il
g/m promille E 1010
1014 kg/m"3 17.4 il
9 g/m promille 10084
10 1012 kg/m"3 15.1 promille
1006+
11 1017 kg/m"3 22.2 promille
1004+
12 1024 kg/m"3 31.4 promille I B e e L B e e e e e IR '
13 1025 kg/m"3 31.4 promille 0 5 10 1_5 20 25, 30 3%
- Saltholdighed (promille)
14 1016 kg/m*3| ~ 20.6 promille — Massefylde = (0.764 kg / m*3 promille)Saltholdighed +

Nar man overser en skjult variabel, der har afggrende indflydelse p&
undersggelsen af et feenomen, siger man at undersggelsen er kon-
funderet (dvs. rodet sammen, jeevnfgr det beslaegtede ord konfus) og
man kalder ogsa den skjulte variabel for en konfunderet variabel. |
daglig tale betyder ordet konfunderet det samme som forvirret
(jeevnfar Engelsk: confuse). Hvis man ikke har styr pa de relevante
variable er undersggelsen altsa noget rod. Det forhold at en skjult
variabel ikke blot kan slgre en sammenhaeng, men i uheldige tilfeelde
endda vende en sammenhaeng, kaldes for Simpsons paradoks.

Man udfgrer variabelkontrol, dvs. kontrollerer variablene, nar man
dels har styr pa alle de relevante variable for det pageeldende faeno-
men, dels kan fokusere pa de uafhzengige variable én for én mens de
gvrige holdes konstant. Det er nemt nok, hvis man selv kan tilskrive
de uafheengige variable de veerdier man gnsker. Men i mange sam-
menhaenge er den sidste betingelse desveerre ikke opfyldt. Nar man
fx indhenter oplysninger om havvand rundt omkring i Danmark kan
man jo ikke holde saltholdigheden konstant, mens man varierer tem-
peraturen. Man ma tage de kombinationer af de uafheengige variable
man nu far stillet til rddighed og sa efterfalgende prove at fokusere
pa passende udsnit af observationer, hvor den ene variabel (med til-
naermelse) er konstant.

I de fglgende to spil kan du selv lege med variabelkontrol i situatio-
ner, hvor du ikke har fuldsteendigt styr pa de uafhaengige variable,
fordi de styres stokastisk, dvs. udveelges tilfeeldigt. Spillene minder
altsd mere om betingelserne for feltstudier end om kontrollerede la-
boratorieforsgg. Det gar det selvfglgelig sveerere at se sammenhaen-
gene, men derved bliver spillene ogsa mere udfordrende og forha-
bentligt derved ogsa mere interessante.
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

Dvelse 2.4.1: Isbjgrnespillet

For Erik den Rgde, der opdagede Grgnland var den hvide bjgrn et hel-
ligt dyr. Han bad derfor sine folk veere meget opmeerksomme pa is-
bjgrnenes ggren og laden. | isbjgrnespillet skal du nu veere med til at
holde udkig efter isbjgrne og vager i isen. Det er et terningespil, hvor
du kaster med et vist antal terninger svarende til de omrader du hol-
der gje med. Nar du har kastet terningerne far du at vide hvor mange
vager, der er i omraderne, samt hvor mange isbjagrne, der er i omra-
derne. Du skal altsa spille med en ekspert, der kan forsyne dig med
disse forngdne oplysninger. | dette tilfeelde er det DataMeter, der er
eksperten, sa for at spille isbjgrnespillet skal du fgrst hente det pa
DataMeters hjemmeside. Nar du abner spillet er det allerede sat i
gang, sa du kan fa en fornemmelse for spillet

® DataMeter - [Isbjsrnespillet.ftm]

{(J Filer Rediger Objekt Dataseet Vindue Hjeelp
S AL {i s Al

Datassst  Tabel Graf  Beregning Sken Test Model Parameter  Tekst

lzbjernespilet Gentag ST(Q_ ulering
B H 2} ] . ] O O O O O O O

terningl  terning2  terning2  terning4  terningS

indeks < Antal Terninger + 1
Izbjarnespillet Observationer p) Antal_Terninger = 5.00
Terninger Isbjerne | Vager <ny>
n
1 a8 1 3 2| T
0 2 4 6 8 0 12
2 ]
3 5 ¥
i - o =
4 4
< )
5 2 >

Ved hjeelp af parameteren Antal_terninger kan du selv styre hvor
mange omrader du vil observere. Som udgangspunkt far du tildelt 5
omrader, dvs. du kaster med 5 terninger. Du kan se terningerne i det
gverste vindue, og du kan samtidigt se deres talveerdier i tabellen. |
dette tilfeelde har du altsa slaet en femmer, en sekser, en femmer, en
firer og en toer. Endelig far du oplyst det vigtigste, nemlig at der i
disse fem omrader er observeret 2 vager og 8 isbjgrne. Du kaster
terningerne for at indhente nye observationer ved som vist at klikke
pa Gentag simulering.

Din opgave er nu et finde ud af hvilken regel der ligger bag antallet af
vager og isbjgrne. Nar du har fundet reglen bgr du teste den indtil du
er helt sikker pa at du virkeligt har en gyldig regel.

Desuden bgr du tolke reglen, dvs. du bgr give en overbevisende for-
klaring pa, hvad der er vager og hvad der er isbjgrne i dette terninge-
spil. Du er ikke tvivl nar du fgrst har faet din aha-oplevelse. Indtil da
gnskes du god forngjelse med spillet.
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

Pvelse 2.4.2: Flyde-synke-spillet

Flyde-synke-spillet handler om et virtuelt eksperiment, hvor en gen-
stand seettes ned i et kar med en ukendt veeske, hvorefter man ob-
serverer om genstanden flyder eller synker. Denne gang er det et spil
for to personer, der skiftes til at geette pad om genstanden flyder eller
synker. Geetter man rigtigt far man selv et point, geetter man forkert
far modstanderen et point. Dertil har man brug for en ekspert, der
kan afggre om ens bud er korrekt eller forkert. | dette tilfeelde er det
altsd DataMeter, der er eksperten, sa for at spille flyde-synke-spillet
skal du fgrst hente det pd DataMeters hjemmeside

® Databeter  [Flyde synke spillet.(fm]
i Fler Redoer Objekt (ataster Vindue Hiesh

s - e i - |
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1 [anglr | Mangier |
e @ ® hd L ® @ 1280 ® & @ & @ @
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S Unnoler_ [Mandee @ @ @ ® @ 1000 ® ® @®© © @ @
6 |usngier | Manger GO0 SFEI000 TORIC00 BTS00 10501000
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8 [uanger |manger L4 ® L] L L [ E @ @ @ @ @ @
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24 |unnger | Mangier o L L 2 E
36 |Vangkr | Mangir Fiyse-aymios spliet
26 |Uanghr | Mangier ) Silerz w000 Framlang Fisnkion
2 |uanger | manger 4 175 | 50 mL | s2sm | 700 m | gvsmi [ 1050 me | tetal
2 [uanger  [menger s & 1w @m0 = 1200 g [ [] [] [] [] [} [
k] Unngler | Mnngier 1000 g -ﬂ ) o o o [ [
30 |unngier | Mangier Flyge-synke spaleter for 1o splers, der skifles 1 at Gastie om én ] o o o o o o o
31 |Uanger | Manger genstnng med det opghne rusmissg eg masse v fiyde sler synks |en 0 gm v v o o o [ [
3 |Manger  |m SR w0 o 0 ] [ [} [ [
ang anghor D whifies 1 at shoive deves bud ind i babelien 1 vensire | deres egen e |
13 Mangier | Mangier S0, Gvs. Soier 1 shriver | Budl ogv 200 gm 0 0 0 0 L] L] [
: D kan enten sirwe |iyder sier Synker B
u [ Sape toinl
L anghtc | Manger et rigeige svar i din bive vist | dingrammerne oy samtiigt v den N pial Ll Y Y L L L L.
36 |unngier | Manger siller, dee har gesliel riglig rybhe &0 fram pd gevisnlinien. 1 = aum (Humorisk_sinr

36 [unngier | Mungier

<
Ubservationar: 3 Markerade: 1 Fitreret 36 Varisbie: &

T unswngnet -pant

Spillepladen bestar af
1) en tabel med en oversigt over de to spilleres bud
2) et diagram over de 36 mulige genstande med deres rumfang
0g masse noteret
3) et grafvindue, der viser sammenhaengen mellem rumfang og
masse for de 36 genstande
4) en krydstabel over sammenhaengen mellem rumfang og mas-
se for de 36 genstande
Hvis man som vist klikker pa en genstand i et af vinduerne bliver det
markeret samtidigt i alle fire vinduer.
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

I diagrammet, grafvinduet og krydstabellen kan man endvidere se
hvilke eksperimenter der allerede er udfgrt. Hvis der mangler et eks-
periment bliver det noteret som en gra cirkel, henholdsvis et O i
krydstabellen. Nar eksperimentet er udfert viser diagrammet, graf-
vinduet og krydstabellen yderligere om det blev en flyder (markeret
som grgn firkant/trekant, henholdsvis et 1-tal) eller en synker (mar-
keret som en bla firkant, henholdsvis et —1-tal). Diagrammet, graf-
vinduet og krydstabellen er altsa tre aekvivalente fremstillinger af de
samme 36 genstande med rumfang fra 175 mL til 1050 mL og mas-
ser fra 200 g til 1200 g. Man kan selvfglgelig frit veelge at bruge den
af fremstillingerne, der giver det bedste overblik.

Men nok sa vigtigt er de to skydere, der holder rede pa pointene for
de to spiller, idet en spiller far et point, hvis vedkommende enten selv
geetter rigtigt eller modstanderen geetter forkert.

Spillet findes i to varianter: En forholdsvis triviel variant hvor de to
spillere efter tur veelger hvilken genstand de vil ssette ned i karret
ved som vist at klikke pa genstanden i enten diagrammet, grafvindu-
et eller krydstabellen. Men denne variant er faktisk for nem. | stedet
bgr man skiftevis klikke i tabellen i den raekkefglge buddene er opstil-
let inde i tabellen, dvs. man klikker fgrst som vist i reekke 1 ude i in-
deksfeltet: Derved lyser et tilfeeldigt eksperiment op

® DataMeter [Flyde syoke spilled(m]
i Fler Redoer Ofbjekt Datesset Tabel Vindue fieelp

- ga. il E‘] - __-"m &‘5 t’ E n
Oninsmt  Tabel  Graf  Bersgning  Sken  Test  Model  Pammeter  Tekst

Fiyrin-synin spilles Xr-ciotl8)
| Frvoe-synis soset Genlag smulerng
1 Wangler
“=_ e & @ @ @ @ w @ @ e e e e
3 Hanghe TEN200 3504700 S251200 TOO;1A00 B7S1300 10501308
4 |Menger  Mangir
& |unnger  Mangeer ® ® ® ® ® @ 1000 ® 1) ® ) @ @
L] Mangier | Wangler WEIN0 HEI000  SEST000 TUO000 BFSI000 10501000
T Manger Mangler
3 |uanger | Hanger L L4 L4 ® @ @ g me @ @ @ @ @ @
9 |menger  Mangwr 1HB00  2SGH00  SINU00  TODO0  UTHHO00 1050000 b
W |Manger | Mangir E
g 0 ® ® @ e @ @

1 |unnger | langier L] L @ - e @
12 nnger Mangier THE00  JS0600  SahGou  EUUREME  UTLG0D 10000

13 |Manger | Mangle
1 |Manger  Mangler
15 Manger Wangier

L] ® o o e 40 @ @ @ (] @ @
175400 350400 525400 TOD4DD BTS00 1050400

16 Manger Hangler
A7 [Mnngier | Mangier 175200 350200 525200 700200 E75300 1050280
18 |mnnger | Mangler
1 |Manger  Nangier
N Mangler Mangler

21 |manger | Wangier Svar

2w 00 500 500 oo 2%
Ruminng {mster}

22 |menger  Wangir L4 9 Mangier A& Fiyer

23 |Manger | Uangier i — Symker

M |mmnger | Uangier o " L = E

3 |Manger  Mangher Fiyse-aynin splnt

2 [Manger | Manghr e Seaerz = 0.00 Pumlag | fomise

20 |manger  Mangier u 1rs e [asom [ses me [ 700 me Jers o [rosomc | total

2 |wanger | Mangur o : 5 " 20 = 1200 gm [] [] [] [] [] o 9

2 |uanger  Mangier 600 gm [ [ [ [ [ o o

30 |Mnngier | Wangler Flyde-symioe spilet & 1o by splere, Ser Shiftes b 81 geste om en Mkt Sdogm L) L) o 0 o o o

3 |Mangler | Mangler gensinnd med det spgne rumfang ng maase vi fiyde ler synke | en a0 0 0 “n 0 0 0
ukenat ymesie: B

32 |Mangler | Mangler D kit at skeive deres bud ind i labeben i venstie | deres egen | o | = “ d d d u

33 |menger | mangir safe. vs. soier 1 sirwer | Budt o8y, 200 gm [] [] [] [] [] ] ]

| [T D kan eniten sarive Fiyder shes Synker n n n n o o o

Dt rigege svar vl da bive viat | Sagrammeme og sameisge vl den i
35 |Menger  |Wanger spier. dev har geetiel rigigl rvkke #n fram pd gevisntingn. 1 = o (Homerial_aver)
36 [Munger | Uangler

<
Observationsr: 35 Markeret: 1 vanable: 2 Markeret: 0 Shulte: 4

<4 start ® Dotabeter - (Fyce 5., | G W
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

Spiller nr. 1 afgiver derefter sit bud, idet vedkommende enten skriver
Flyder eller Synker i feltet hgrende til variablen Bud1. Man kan med
det samme se om man har geettet rigtigt, idet det korrekte svar of-
fentliggeres i diagrammet, grafvinduet og krydstabellen

Eksg_(ialrsigsgtets Diagram Grafvindue Krydstabel
Mangler . O 0
Flyder . & !
Synker | | !

Samtidigt bliver der tilskrevet points til den af de to spillere, der
vandt den fgrste runde. Den aktuelle pointstilling ses i de to dynami-
ske parametre.

Derefter klikker man i reekke 2 ude i indeksfeltet og nu er det spiller
2's tur til at komme med et bud — Flyder eller Synker — der skrives i
feltet hgrende til Bud2. Igen kan man umiddelbart se om man har
geettet rigtigt, samtidigt med at der bliver tilskrevet points til den af
de to spillere, der vandt den anden runde.

Sadan fortseetter spiller 1 med at komme med buddene for alle raek-
kerne med ulige indeks, 1, 3, 5, ..., mens spiller 2 kommer med bud-
dene for alle reekkerne med lige indeks, 2, 4, 6, .... Pa et tidspunkt vil
det selvfglgelig veere klart, hvem af de to, der har vundet, men fort-
seet alligevel med at spille til pladen er fyldt helt ud, idet konkurren-
cen mellem de to spillere kun er fagrste del af spillet.

Sidste del af spillet handler om mekanismen bag flyde-synke-spillet:

Hvilken sammenhaeng skal der veere mellem rumfang og masse for at
en genstand flyder henholdsvis synker? Nar fgrste del er feerdigt er
rumfang-masse grafvinduet blevet udfyldt med flydere og synkere,
der deler fgrste kvadrant i to omrader for henholdsvis flydere og syn-
kere. Hvilken form har disse to omrader? Kan du konstruere en enkelt
variabel, der er afggrende for om genstanden flyder eller synker?

Udfordring: Hvad kan du sige om den ukendte veeske? Kunne det fx
veere vand? Hvis det ikke kan vaere vand, hvad kan du sd i givet fald
slutte om veesken i forhold til vand?
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

Pvelse 2.4.3: variabelkontrol med andengradspolynomier
Parameter-veerktgjet egner sig godt til variabelkontrol, hvor man
har et feenomen, der afhaenger af flere parametre, og derefter under-
sager deres indflydelse pa faanomenet ved at variere parametrene
systematisk én efter én. Vi starter med et eksempel hvor vi bruger
DataMeter som en almindelig grafregner (dvs. helt uden et data-
saet). Grafen for et andengradspolynomiumy = a:-x> + b-x + c er en
parabel, hvis form og beliggenhed afhaenger af parametrene a, b og
c. Men hvordan afhaenger formen og beliggenheden af parametrene?
For at undersgge dette, treekker vi tre Parameter-vaerktgjer ned fra
veerktgjshylden og navngiver dem a, b og c. Tilsvarende treekker vi et
Graf-veerktgj ned og skifter graftypen til Funktionsgraf

Ingen data Funktionsgraf | 5 !

=3 a =5.00 124
F 10
‘ 84
T T T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 64
44
f—3 b =5.00 2
> B
0-
e -2
T T T T T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 -4
I -6
fP\ ¢ =5.00 -8
| B S B R B e 109 T v v T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 -10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12

Der dukker da et x-y-koordinatsystem op med et standardvindue, der
gar fra —10 til 12 langs begge akser. Hgjreklikker vi i grafrummet kan
Vi nu veelge menupunktet Plot funktion og indskrive ligningen for
andengradspolynomiet

® Forskrift for funktion | Ingen data Funktionsgraf | 3 !

104
84
+- Funktioner 61
+- Tkaner 44
z 2]
a 0_
b -2
-2
C
+- Specielle -4+
-64
-84
-104
T T T T T T T T T T T
10-8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
[ Fortryd |[ Anvend|[ ok
X
Parametre kan bruges i beregninger. De angiver navnene pa de _ 2
——VYTax“+bex +c

Inden vi gar i gang med at lege med grafen kan det betale sig at seet-
te vinduesgreenserne for parametrene til at ga fra -5 til 5. Det gares
nemmest ved at dobbeltklikke i parameteren og seette greenserne ved
hjeelp af inspektaren.
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

Derefter seettes alle parametrene som udgangspunkt til 1 (klik i pa-
rameterveerdien og ret den til det gnskede)

Fﬁla = -5.00

P S S R R—— Ingen data [ Funktionsgraf & |

10
4 2 0 i 4 o]
6.
4
ey b o=1.00 21
F = 04
- 21 3
4 2 0 2 4 -4
_5.
&
=10+
E=a ¢ =1.00 — T T T 71—
> 108 54202 4 86 810
- x
4 o2z 0 2 4 —y=axl+bwx +c

Her er det vist som en montage af billeder, der viser hvordan grafbil-
ledet zendres nar parameteren a animeres ved at trykke pa anima-
tionsknappen “» . Hvis det gar for hurtigt kan man i stedet traekke i

skyderen. Nar man er feerdig med at overveje a's indflydelse seettes
parameterveaerdien tilbage til 1, hvorefter man p& samme made kan
undersgge, hvad der sker nar b varieres og derefter nar c varieres.

@velse 2.4.3a: Hvilken indflydelse har a, b og ¢ sa pa parab-
lens form og beliggenhed?

Dvelse 2.4.3b: Prgv ogsa at tilfgje graferne for savel den line-
e&re del y = b-x + ¢ som den konstante del y = c. Kaster det
yderligere lys over den rolle som parametrene b og c spiller for
parablens form og beliggenhed?

Der findes ogsa en anden standardform for et andengradspolynomium
y=a((x—-h)?+k

Man siger da at man har omskrevet andengradspolynomiet ved hjaelp

af en kvadratkomplettering.

Dvelse 2.4.3c: Undersgg pad samme made hvilken indflydelse
parametrene h og k har pa parablens form og beliggenhed. Det
kan betale sig at tilfgje graferne med ligningerne x = h og y = kK,
idet grafen for den lodrette linje x = h tilfgjes ved at veelge me-
nupunktet Plot veerdi.

Vi vil nu prgve at kaste yderligere lys over andengradspolynomiets
graf med ligningen y = a-x*> + b-x + ¢, herunder ikke mindst parab-
lens toppunkt, som vi vil prgve at opdage en formel for.
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

Det kan da betale sig at supplere med et datasset for andengradspo-
lynomiet. Vi treekker derfor en tabel ned i dokumentet og tilfgjer en
variabel for successive x-veerdier, der spiller rollen af den uafhaengige
variabel, mens y-veerdien givet ved ligningen y = a-x*> + b-x + ¢ spil-
ler rollen som den afhaengige variabel

Andengradspolynomium =

. | y Andengradspolynomium XY-plot| %]

= axZ+bex +c 84

1 s 2 64

2 -4 13 44

3 -3 7 2

4 -2 3 = 04

5 -1 1 -2

6 0 1 -4

7 1 3 -61

8 2 7 -84

i § 3 864202 46 8 1

10 4 21 X

1 > 31 —VYZax?+bex +c

Som vist optreeder datapunkterne da som

Data Egenskaber| perler p& en snor langs parablen. Det kan
:‘:E:f;:’ . Verd nu betale sig at I18se koordinatsystemet,
e s I| sa& det ikke hele tiden tilpasses datapunk-
x@vre |10 terne i takt med at parametrene a, b og c
i 10 varieres. Det sker ved at dobbeltklikke i
xuﬁ‘;z&u ::Isk grafrummet og derved veekke grafinspek-
yModsats... | faksk teren, hvorved man far adgang til at sla
xAutotilpas | falsk grafparametrene xAutotilpas og yAuto-
BEIR | faisk tilpas fra ved at saette dem til falsk.

Vi vil nu knytte et farstegradspolynomium til parablen, der angiver
hvor hurtigt andengradspolynomiet vokser. Det ggr vi ved at udregne
den symmetriske differenskvotient, dvs. haeldningen for sekanten der
forbinder det foregdende datapunkt med det efterfglgende datapunkt
(se GeoMeter-figuren den fglgende side). Den symmetriske diffe-
renskvotient har formlen

D,y - naeste(y) — forrige(y)

2

Den udregnes ved hjeelp af variabelfunktionerne naeste() og forri-
ge(), der netop henter veerdien fra det efterfglgende datapunkt hen-
holdsvis det foregdende datapunkt. Da disse funktioner omdanner
den givne variabel til en ny variabel, hvor alle veerdier er skiftet én
plads frem eller én plads tilbage, star de i lommeregneren under

Statistiske funktioner > Variabeltransformationer

(se figuren naeste side)
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

25

a =1.00000
b =1.00000
¢ =1.00000
f(x) = a-x2+b.x+c

Heeldningskoefficient AB = -7.0000

NB! lllustrationen er
udfert i GeoMeter

® Formel for Dsy

1E7= ( naeste (y; ") — forrige (y; ")

Widdel | %] 2
L)L llell+)l=] = statstske -

+|- Dobbeltvariabel

EIEIEIEI +- Enkeltvariabel
E"EI |- Variabeltransformationer

ba
Lol JlalC=]C0]) entydigRang
B

naaste
poszsch

rang
serielzengde
stikpreveZScore

Z5core “w

Fortryd || Anvend |[ ok

Funktionen forrige(var) udregner den forrige vaerdi for en given wvariabel.
Startvesrdien, med standardvssrdien 0, kan tilfejes =om =t ekstra
argument, der angiver vesrdien i det tilfsslde, hvor der ikke er en
forudgdende veerdi.

Ek=empel: Formien forrige(Rektor; 100) udregner den forrige vaerdi for
variablen Rektor eller angiver startvaerdien 100 for den farste
ob=ervation.

forrige{Rektor; 100; Arstal < 1898) angiver den forrige veerdi for variablen
Rektor for de rektorsr, hvor arstallet er mindre end 1999,

Leeg meerke til den ekstra parameter "". Den skal sikre at variablen
naeste(y;"") er udefineret nar vi nar frem til det sidste datapunkt,
hvor der jo ikke er en efterfglgende veerdi. Undlades " far variablen
standardveerdien O, hvilket i dette tilfselde er noget kludder.

Vi tilfgjer nu grafen for den symmetriske differenskvotient sammen
med grafen for andengradspolynomiet ved at treekke variablen Dsy
ind pd andenaksen og slippe den pa +-tegnet, sa den ikke smider
grafen for andengradspolynomiet ud
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Andengradspolnomium
x ¥ Dsy =)
ax? +hex +c | (neeste(y, ™) — forrige{y; ™))
2

1 -5 21

2 -4 13 7

3 -3 T -5

4 -2 3 -3

5 -1 1 -1

6 0 1 1

7 1 3 3

3 2 T 5

9 3 13 7

10 4 21 Bl =

11 5 31 _‘J
| | .

[
[%v_ploti 8] Andengradspolynomium XY-plot| 3

Andengradzpolynomium

a
T T T 84
E’p a{ Hold Skifi-tasten nede for at afzastte i L]
kategorizk; Ctritasten for at afssstie 4] L]
numerigk.

b
y:Dsy
P
[

= 0 4] L]
2 ] *
-4 -8] .
¥ T
r 8 6 -4 -2 0 2 6 8 1
i : i i ! : : i : X
{5345-4 2 i 2 4 6 B 1 —YZax?+bex +c
—¥=axl+bex +c oy m Dsy
gjf‘:'ytj;figji;elgggfppe; KA pndengradspolynomium ([ XY-plot|3)
je. Den symmetriske differens- 2:
kvotient er altsd grafen for en 4
ret linje. Men den kan vi jo fin- o 2]
de ligningen for ved at veelge 3 01
menupunktet Mindste kva- . i
draters linjer i grafrummet. .64
I dette tilfaelde finder vi altsa -8
haeldningen 2 og skaeringen 5 6 4 50 2 46 s
med andenaksen 1. Men heaeld- X
ningen og skeeringen for denne  —y=,,24p. +¢
rette linje afhaenger jo af pa- —oy=x+11;12=0.11
rablen, dvs. af parametrene a, — ®WDsy =2.00x +1.0;:r2=1.0
b og c. Det er disse sammen-
oy m Dsy

haenge vi vil prgve at finde.
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2.4 Variabelsammenhaenge: Variabelkontrol

@velse 2.4.3e: Progv ved hjeelp af variabelkontrol at finde ud af
hvordan heaeldningen for den rette linje (X, Dsy) og skeeringen
med andenaksen for den rette linje (x, Dsy) afhaenger af para-
metrene a, b og c. Opstil herved en ligning for denne rette linje,
hvori indgér parametrene for andengradspolynomiet.

Vink: Sgrg for at parametrene a, b
og ¢ kun antager heltallige veerdi-

L Inspicér parameter

er. Det kan fx ggres elegant ved Parameter 1 Vers | For..
. a
at veekke parameterinspektgrerne e —
for a, b og c efter tur og seette Nedre_ =
veerdien af inspektgrparameteren Bvre_ 8
BegraensTilMultiplaAf til 1 BegrensTiMiutipieat || |
9 P ) VendAksen falsk

@velse 2.4.3f: Kig nu igen pa parablen med dens toppunkt

a =1.00000
b =2.00000
¢ =3.00000
f(x) = a-x2+b.x+c

NB! lllustrationen er

T udfert i GeoMeter
Toppunkt 4

4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 & 4 4 4 4 4 4 4 4
T T T T T T T T T T T T T A T T T T T T T T

Hvad bliver heeldningen for det linjestykke, der forbinder det fo-
regdende grafpunkt med det efterfalgende grafpunkt, hvis vi
netop tager udgangspunkt i toppunktet for parablen? Hvordan
kan du nu udnytte ligningen fra den foregadende gvelse til at fin-
de en formel for toppunktets x-veerdi?

@velse 2.4.3g: Kig nu igen pa parablen med ligningen
y=ax?+bx+c.

Tilfgj sdvel den vandrette som den lodrette linje gennem top-

punktet, idet du udnytter den ligning du har fundet i gvelse f til

den lodrette linje (som tegnes med menupunktet Plot veerdi).

Hvilken forbindelse er der mellem gvelse g og gvelse c?
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3. Regressionsmodeller

3.1 Lineeer regression

Vi vil starte med at prgve at kaste nyt lys over mindste kvadraters
linje med ligningen y = a-x + b, idet vi vil praesentere metoden, sa
den nemt kan generaliseres til andre naertbesleegtede modeller med
to parametre a og b. Som eksempel vil vi se pa et simpelt forngjeligt
eksperiment, hvor man undersgger hastigheden af et nervesignal. Vi
stiller derfor deltagerne op i en keede (som gerne ma veere en rund-
kreds), s& de holder hinanden i heenderne — med lukkede gjne!

Det er nerver alt sammen
Start! Stop!

P& et givet tegn startes signalet ved, at den farste deltager giver den
anden deltager et forsigtigt klem med handen, som sa giver klemmet
videre til den tredje deltager osv. Der tages tid pa hvor lang tid sig-
nalet er om at na sidste person i kaeden. Her er nogle maledata fra en
sadan rundkreds, hvor vi har opfattet keedens leengde som den uaf-
haengige variabel (idet den kan vi jo selv bestermme) og signaltiden
som den afhaengige variabel (som vi fx maler med en mobiltelefon)

Nerver

Nerver

. ) 104
keedens_laengde | signaltid ] °
enhed personer sekunder :-T; 8
[ = B
2
1 5 personer 1.09s 2 5l o
2 10 personer 1.80s 2
o 44 °
B8 20 personer 4.01s =
[ =
4 30 personer 572s E 27 °
5) 50 personer 9.27 s 04

XY-plot| & !

keedens_lengde (personer)

Det kunne jo godt ligne en lineser sammenheeng, sé vi vil nu prgve
om vi systematisk fra bunden af kan finde den bedste rette linje. Her-
til indfgrer vi to dynamiske parametre a og b svarende til linjens
heeldning og skeeringen med andenaksen. Her svarer haeldningen a til
den tid signalet er om at passere en enkelt person i keeden, mens
startveerdien b svarer til noget i retning af den reaktionstid, der er
involveret for at opfange startsignalet og afslutte tidtagningen.
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3.1 Regressionsmodeller: Lineeer regression

Vi indskriver ligningen signaltid = a- Keedens_leengde + b ved hjeelp

af menupunktet Plot funktion i grafrummet. Tilsvarende veelger vi
menupunktet Vis kvadrater i grafrummet. Ved at fedte med para-
metrene kan vi nu prgve at ggre kvadratsummen sa lille som mulig

Nerver [ XY-plot| § !

r'h"- a =0.188 s/personer 104

= 2 8

LU S o o B B S

0.10 0.14 0.18 0.22 0.26 0.30 2 gl

2 4

—7 b =0.240 2 ]

[§ h\ S E\ 2]

= ]

rrrrrrrrrrrrrrorrorrorororT 0'
0.20 024 028 0.32 0.36 0.4C T LA S S B S B S R

T
0 10 20 30 40 50 60
keedens_lengde (personer)
— signaltid = a «keedens_leengde + b
Sum af kvadrater = 0.2800

Men det er klart at det nemt bliver noget fedtevaerk, nar man skal
styre to parametre pa én gang. Vi vil derfor prave om vi kan elimine-
re den ene af dem. Her er det nemmest at eliminere startveerdien b.
Har vi fgrst fundet et bud pa haeldningen a kan vi nemt finde den til-
hgrende veerdi af startveerdien b ved hjeelp af omskrivningen

signaltid — a-keedens_laengde = b
Vi indfgrer nu en ny afheengig variabel, som vi kalder b_veerdi og
som udregner startveerdien ud fra de enkelte datapunkter svarende til
at vi treekker linjer med heaeldningen a gennem datapunkterne

Nerver
keedens_laengde | signaltid b_veerdi
enhed personer sekunder sekunder
= signaltid — a *keedens_leengde
1 5 personer 1.09s 0.149362 s
2 10 personer 1.80s -0.0812766 s
8 20 personer 4.01s 0.247447 s
4 30 personer 572s 0.0761702 s
5 50 personer 9.27 s -0.136383 s

Det kan godt se forvirrende ud med fem bud pé startveerdien, men
hvis b_veerdi med tilneermelse er konstant kan vi jo treekke en feelles
veerdi ud som middelvaerdien af de fem bud. Det er pa denne made vi
eliminerer b: Fgrst treekker vi dataseettet ind i parameteren ved at
gribe titlen og slippe den inde i parameteromradet. Derneest veelger vi
menupunktet Rediger formel og indskriver formlen

b = middel(b_veerdi)
i lommeregneren. Derved binder vi veerdien af parameteren b til den-
ne middelveerdi, der igen afhaenger af parameteren a, som jo indgar i
formlen for b_veerdi
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3.1 Regressionsmodeller: Lineeer regression

® Formel for b

FE R E PR PP R R R R PR P EF R EEEE PP e PR F PR PR F R PR PR L]

rb\ b =0240 3

T T T
0.10

Inspicér parameter

Vis | separat vindue

Opret dublet af parameter
Slet parameter

b= middel (b_veerdi)|

Widdel G l

—|- Datavariable
keedens_leengde
signaltid

+|- Funktioner

+- Tkoner

Malinger K
n e

[ Fortryd |[ Anvend |[ oK |

=3 b =0.0511s

>

).01 0.03

0.05 0.07 0.09

Men s& er der kun hzldningen a tilbage, som vi kan variere pa. Vi
kan zoome ind p& parameteren a ved at holde CTRL-tasten nede,
hvorved markgren omdannes til et forstgrrelsesglas med et plus. Her-
efter kan vi regulere pa heeldningen a til kvadratsummen er gjort

mindst mulig

,’T\ a =0.18384 s/personer

178 0.182 0.186 0.190

Nerver XY-plot| &

signaltid (zekunder)

kedens_lengde (personer)
— signaltid = a *keedens_leengde +b
Sum af kvadrater = 0.07768
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3.1 Regressionsmodeller: Lineeer regression

Vi ser altsa at den mindste kvadratsum er 0.07768 og at den tilhg-
rende heeldning er givet ved a = 0.18384 s/person, dvs. i gennemsnit
bruger nervesignalet 0.18 s pa at passere en person i keeden. Tilsva-
rende er startveerdien b givet ved 0.150 s.

Det svarer rimeligt godt til den indbyggede mindste kvadraters linje,
hvor vi ogs& har tilfgjet et residualplot, sA man kan se at afvigelserne
ligger tilfeeldigt fordelt omkring O

Nerver [ XY-plot| &

104
58
=
2
o 64
&
4
=
2
=} 24
W
0
T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60
kedens_lengde (personer)
= 0.15 °
2 0.00 ° °
20 S
& -0.15 o
T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

keedens_lengde (personer)
— signaltid = a *keedens_leengde + b
Sum af kvadrater = 0.07768

— signaltid = (0.184 s/personer)kaedens_laengde + 0.15 s; r2 = 1.00
Sum af kvadrater = 0.07767

Godt nok er det lykkedes for mindste kvadraters linje at komme helt
ned pa kvadratsummen 0.07767, men hvis vi fedter videre med ind-
zoomninger kan vi sdimaend ogsa fa denne lille forbedring med. Sa vi
har ramt vaerdien af a og b rimeligt preecist. Vi kan fa oplyst mere
preecise veerdier for a, b og forklaringsgraden, hvis vi &bner en be-
regningsboks og anvender de detaljerede funktioner for mindste kva-
draters linje

Nerver

0.1838125 s/personer
0.1503125 s
0.99820716

R1 = heeldning (keedens_leengde; signaltid)

R2 = skeering (keedens_leengde; signaltid)

R3 = forklaringsgrad (keedens_leengde; signaltid)

De samme veerdier kan i princippet findes ved fortsat indzoomning,
men det er ikke besvaeret vaerd. Vi har tidligere set pa forklaringsgra-
den i detaljer, s& den vil vi ikke kommentere yderligere. Men vi kan
altsa konkludere at vi nu har fundet en metode til i detaljer at gen-
skabe mindste kvadraters linje. Denne metode vil vi nu anvende pa
andre tilsvarende modeller — fgrst og fremmest potensproportionalite-
ter og eksponentielle veekstmodeller.

04 © Forlag Malling Beck A/S, Bjgrn Felsager 2006



3.2 Potensregression

Linen med brudstyrke-garanti
sterk Og Smidig ! Damyl SteelPower

— staerk som stal!
SteelPower er linen for dig, der hader

o Diameter Brudstyrke
»overraskelser«, nar de store hugger...

(i mm) (i ka)

Kilde: Fisk & Fri, nr. 1, februar 1998,
Vi tager denne gang udgangspunkt i det
viste eksempel, hvor man far oplyst en ta-
bel over sammenhaengen mellem fiskeli-
nens diameter i millimeter og dens brud-
styrke i kg. Man heenger altsa tungere og
tungere lodder i enden af linerne indtil de
spreenger, hvorefter man noterer massen af
det kritiske lod. Disse data kan vi som vist
uden videre skrive ind i en tabel.

Tilsvarende kan vi fa tegnet en graf ved at
treekke variablene ind pa akserne. Vi

treekker variablen diameter ind som uaf- ~ SteelPower
heengig variabel pa farsteaksen (da vi selv diam eter | brudstyrke
bestemmer hvilken type vi vil teste) og enhed | milimeter | _kiogram
brudstyrke som afhaengig variabel pa an-
denaksen (da vi maler brudstyrken) ;
SteelPow er [ XY-plot| 5] 1 0.16 mm 2.40 kg
20] . 2 0.18 mm 3.15 kg
T 1 8 0.20 mm 3.80 kg
£, 164 ° 4 0.22 mm 4.30 kg
% 121 ° 5 0.25 mm 5.30 kg
£ 1 ° 6 0.30 mm 7.70 kg
ia: & ° 7 0.35mm  10.40 kg
2 4 4o° ° 8 0.40mm  13.00 kg
1 ° 9 045mm|  16.30 kg
B e 10 0.50 mm 20.00 kg
00 01 02 03 04 05 06

diam eter (milimeter)

Vi vil altsd undersgge om denne sammenhaeng kan beskrives ved en
potensproportionalitet pa formen

y =b-x?, dvs. brudstyrke = b(wj
mm

Leeg meerke til at vi dividerer den uafhaengige variabel diameter med
enheden mm. Det er prisen for at bruge enheder i ligningen.
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3.2 Regressionsmodeller: Potensregression

Forste fase: Grafisk tilpasning af parametre
Vi indfagrer nu to dynamiske parametre: En for eksponenten a og én
for startveerdien b og indskriver variabelsammenhaengen med lignin-

gen brudstyrke = b-(diameter /mm)a ved at veelge menupunktet Plot

funktion i grafrummet:

[
SteelPow er XY-plot| 3 !

£ 204 b
— - ISR
rh1a—2.069 5“16-
- = 12
rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrorororT ']
2.10 = 8:
a "]
-
z
E=a b =88.7kg o 0
P T T T T T T T T T T T T T
0.0 041 02 03 04 05 06
T T T T T T T diam eter (milimeter)
80 90 100 110 120 130 140 .
diameter 2
— brudstyrke = (———)
mm

Men selv med en del gvelse er det sveert at tilpasse to parametre pa
én gang, sa det er her vi skal forbedre processen. Det ger vi ved
hjeelp af fglgende simple betragtning: For en given veerdi af ekspo-
nenten a kan vi finde startveerdien b ved hjeelp af falgende simple
omskrivning:

bzl dvs b— brudstyrke _
’ : (diameter / mm)

Vi indfgrer derfor en ny variabel, b_veerdi, der netop udregner start-
veerdien for hvert enkelt datapunkt

SteelPow er
diameter | brudstyrke b_veerdi
enhed millimeter kilogram kilogram
brudstyrke
= diameter)a
mm
1 0.16 mm 2.40 kg 106.387 kg
2 0.18 mm 3.15kg 109.434 kg
3 0.20 mm 3.80 kg 106.158 kg
4 0.22 mm 4.30 kg 98.627 kg
5 0.25 mm 5.30 kg 93.3121 kg
6 0.30 mm 7.70 kg 92.9666 kg
7 0.35 mm 10.40 kg 91.276 kg
8 0.40 mm 13.00 kg 86.5528 kg
9 0.45 mm 16.30 kg 85.0533 kg
10 0.50 mm 20.00 kg 83.9191 kg

Har vi fundet et godt bud pa eksponenten a vil dette give et godt bud
pa startveerdien b, dvs. b_vaerdi vil med tilnaermelse veere konstant.
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3.2 Regressionsmodeller: Potensregression

I dette tilfeelde er vores bud pa a fx ikke seerligt overbevisende, da
der er en tydelig tendens til at b_veerdi falder fra ca. 110 kg til ca.
85 kg hen gennem dataseettet

SteelPow er XY-plot| 3 l

1101 o

1054

i
!

100+

95+

90+

85 °

(kilogram
(=]

b_vardi

00 01 02 03 04 05 06
diameter (milimeter)

Men uanset om vi har et godt bud pa a eller ej kan vi treekke et rime-
ligt bud pa veerdien af b ud af tabellen som gennemsnittet af variab-
len b_veerdi, dvs. middelveerdien af alle disse bud pa startveerdien b.
Denne vaerdi kan vi s& bruge til at binde parameteren b, sa vi kun har
en fri parameter tilbage som skal varieres.

Teknisk bemeerkning: Formlen for a
Hvis man kender formlen for a, dvs.

)
a - 109(y,) ~log(y,) _ Y1
log(x,) ~log(x,) | og( X, J

Xy

kan vi bruge datameter til at finde et rimeligt udgangspunkt for a, fx
ved at bruge det fgrste og det sidste datapunkt. Ved at treekke data-
seettet ind i en beregningsboks far vi adgang til variablene fra data-
seettet og kan indskrive formlen for eksponenten a

1.8608037
sidste (brudstyrke)
forste (brudstyrke)

SteelPow er

og (
R1=

sidste (diameter)
forste (diameter)

og (

Men det er altsa ikke noget, der er en forudseetning for det fglgende.

Vi binder altsad nu parameteren b til veerdien middel(b_vaerdi). Det
kreever at vi farst treekker dataseettet ind i parameterboksen ved at
gribe titlen og slippe den inde i parameteromradet. Derefter kan
formlen skrives direkte ind
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3.2 Regressionsmodeller: Potensregression

® Formel for b

[ ager[3) Middel (b_vasrdi)

—|- Datavariable -

(4] ])e])[-](<] =

EIIE"EI diameter |

|- Funktioner
+]- Aritmetiske
+- Betingede w

Fortryd [ aAnvend || oK

=953k
p° g

L |

80 90 100 110 120 130 140

Leeg maerke til at skyderen mistede sit vandrette handtag. Den kan
ikke leengere rykkes med handkraft, idet parameteren b nu er bun-
det: Den afhaenger af den frie parameter a og kan derfor kun s&ndres
i takt med a. Det er nu en smal sag at tilpasse den frie parameter a
indtil grafen for potensproportionalitetsmodellen ser ud til at ga gen-
nem datapunkterne

SteelPow er XY-plot| 3 l

m}
n
e

w0 a =1.857
> a

T T T T T T T T T T T T
1.75 180 1.85 1.90 1.95 2.0(

brudstyrke (kilogra
i

b =725k
> :

00 01 02 03 04 05 06
diam eter (milimeter)

T T T T T T T T T T T T T
60 65 70 75 80 85 90 diameter @
— brudstyrke = p (m)
mm

Undervejs kan man passende zoome ind pa de to parametre ved at
holde CTRL-tasten nede (hvorved markgren aendres til et plus i en
cirkel).

Dermed er vi igennem den fgrste fase i modellen og har fundet et ri-
meligt bud pa veerdien af parametrene a og b og har samtidigt faet et
godt visuelt check p& at potensproportionalitetsmodellen er rimelig.
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3.2 Regressionsmodeller: Potensregression

Anden fase: Mindste kvadraters metode

Vi gér sd i gang med finjusteringen af parameteren a ved hjaelp af
mindste kvadraters metode. Hertil tilfgjer vi kvadraterne pa afvigel-
serne ved at veelge menupunktet Vis kvadrater i grafrummet

[
SteelPow er XY-plot| %

. 201
7 a =1.8450 E 3
- E 167
2
T T T T T T T 1 T T T T T T T T t‘n’ N
81 183 185 187 o 127
L
= A
& 89
© ]
b= i
T b =71.43kg E 43
0

T T T "JI T T T T T T T T T T T T T T T T T

66 68 70 72 74 76 78 80 00 01 02 03 04 05 06

diam eter (milimeter)

a
— brudstyrke = p (Ludstyrke

mm
Sum af kvadrater =0.1578

Vi far da automatisk oplyst summen af kvadraterne og efter lidt ind-
zoomning kan vi ggre summen mindst muligt. Den mindste kvadrat-
sum er da som vist 0.1578. Vi har nu fastlagt parametrene a og b sa
preecist som muligt. Vi ser altsd at b har veerdien 71.43 kg, som sva-
rer til brudstyrken for et tovveerk med diameteren 1 mm. Tilsvarende
har eksponenten a vaerdien 1.8450 (altsa rimeligt teet ved 2, dvs.
brudstyrken er tilneermelsesvis proportional med tveaersnitsarealet).

[ &
Vi kan ogs4 tilfgje et residual- ~ SteelPower ESET
plot for at se om de resterende ?2
afvigelser ligger tilfeeldigt for- gg 12
delt. Det sker ved at veelge TE g
menupunktet Tegn resi- E= 4
dualplot i grafrummet. e
Vi ser da at residualerne varie- 00 01 02 03 04 05 086
rer rimeligt tilfeeldigt omkring - diameter (milimeter)
nul. Der er ikke noget tydeligt & ggg% e e
mgnster og residualerne ligger = 00 01 o2 03 02 05 o6
typiSk mellem +0.10 kg- og det diam eter (milimeter)
angiver dermed den typiske — brudstyrke = ( brudstyrke @
usikkerhed i modellen. mm
Et boksplot for startvaerdien Sumaf kvadrater =0.1578
viser tilsvarende at b-veerdier-
ne ligger rimeligt samlet med SteelPow er

en usikkerhed af stgrrelsesor-
denen 1.0 kg. Leeg dog meaerke
til at fordelingen er hgjreskeev,

[ Boksplot | &
T T T T

hvilket treekker middelveerdien 68 69 70 71 , _72 BoT4 TS
| dianen b_veerdi (kilogram)
en anelse op over me . | middel (b_vesrdi) = 71.4347 kg
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3.2 Regressionsmodeller: Potensregression

Tredje fase: Forklaringsgraden

Vi slutter med at finde forkla- SteelPow er XY-plot| 5|
ringsgraden for proportionali- 201
tetsmodellen. Hertil sammenlig- % = 161
ner vi den med den mest mod- 2 2 121
satte model, nulhypotesen, Ei 81
ifelge hvilken variationerne i - g:

r rken er rent tilfaeldi e P B D B S e S e
brudstyrken er rent tilfzeldige og 00 01 02 03 04 05 06
derfor i virkeligheden slet ikke diam eter (millmeter)
afheenger af diameteren af fis- diameter @

) o | — brudstyrke = ) (———
kelinen. | sa fald svinger brud- mm
styrkerne tilfeeldigt omkring de- ) Sd“mai kvadrater = 0.1578
. . st — brudstyrke = middel (brudstyrke)
res middelveerdi og vi tilfgjer Sum af kvadrater = 333 2
derfor denne ved hjeelp af me-
nupunktet Plot funktion i graf- ingen data_
Slip en variabel her

rummet. Som forventet er
summen af kvadraterne meget 000047358944

ge 0.99952641
stgrre under nulhypotesen. Vi 01578
har en god model. Vi kan se at R1= 3332
de residualer der er tilbage i po- Rz = 01578

333.2

tensproportionalitetsmodellen

kun udggr 0.05% af afvigelserne under nulhypotesen. Vi kan derfor
forklare 99.95% af dataenes variation ved hjeelp af vores potenspro-
portionalitetsmodel. Resten skyldes tilfeeldige variationer (jfr. resi-
dualplottet). Forklaringsgraden for vores potensproportionalitetsmo-
del er derfor R =99.95% .

Teknisk bemeerkning: Om enheder og potenspropotionalitet
I det foregaende har vi arbejdet konsekvent med enheder, idet vi har
skrevet ligningen for potensproportionaliteten pa formen

X a
Y (enhed]

Derved sikres at eksponenten a ikke far nogen enhed (dvs. a er di-
mensionslgs) og at b netop far samme enhed som y, hvilket er i
overensstemmelse med b's rolle som startveerdi for y, dvs. b angiver
netop veerdien for y, nar x har vaerdien 1 enhed. Mens eksponenten a
er uafhaengig af valget af enheder, bliver veerdien for b derfor steerkt
afheengig af valget af enheder. Der er selvfglgelig stor forskel p&
brudstyrken for et tov med diameteren 1 mm sammenlignet med
brudstyrken for et tov med diameteren 1 cm.

Denne made at skrive ligningen p& stemmer ogsa godt overens med
den generelle ligning for en potensproportionalitet gennem et givet
punkt (Xo,Yo), der kan skrives pa formen

y=yo [ %]
0 XO
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3.3 Eksponentiel regression
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Vi tager denne gang udgangspunkt i
et eksempel med glskum, hvor man
far oplyst hgjden h af glskummet i cm
som funktion af den tid t i sekunder,
der er gaet siden den velskummende
ol blev haeldt op i et maleglas. Vi vil
nu undersgge om sammenhaengen
mellem tiden og hgjden med rimelig-
hed kan beskrives ved en eksponentiel
veekstmodel. Vi skriver derfor de oply-
ste data ind i en tabel som vist. Deref-
ter treekkes tid ind som uafheaengig
variabel pa farsteaksen (idet vi som
vist nemt kan styre tiden med et
stopur) og hgjde ind som afhaengig
variabel p& andenaksen (som vi maler
med den viste skydeleere)

QDlskum
tid hojde
enhed |sekunder | centimeter Qlskum
18-
_ °
- 16
°
1 0s/ 17.0cm ’5 14+ o
2 30s| 14.9cm "E 124 °
= o
3 60s| 13.0cm = 10+ °
o °
4 90s| 119cm 2 84 .
[
5 120s| 10.7cm =RCE °
= .
6 150 s 9.7cm £ 44
7 180 s 8.9cm 24
8 210s 8.4 cm 0
9 240 s 7.5¢cm —T T T T T T
. 0 50 100 150 200 250 300 350 400
- e o3em tid (sekunder)
11 360 s 5.2cm

Vi skal derfor bestemme ligningen for denne eksponentielle veekst-

model. Den er pa formen
tid
y =b-a*, dvs. hgjde =b-ask .
Leeg meerke til at vi dividerer den uafhaengige variabel tid med enhe-
den sek. Det er prisen for at bruge enheder i den eksponentielle
vaekstmodel.
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3.3 Regressionsmodeller: Eksponentiel regression

Forste fase: Grafisk tilpasning af parametre

Vi indfagrer nu to dynamiske parametre: En for fremskrivningsfaktoren
a og én for startveerdien b og indskriver variabelsammenhaengen med
ligningen hejde = b-a"’** ved at vaelge menupunktet Plot funktion

i grafrummet

Qlskum XY-plot| 3 !

164
14

rT\ a =0.9963

1.000 1.01(

hajde (centimeter)

— 3 b =17.0cm
fp! 24

n 0

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30 0 50 100 150 200 250 300 350 400
tid (sekunder)

— hejde =, atid/sek

Her finder vi et rimeligt bud pa b ved at indsaette startvaerdien fra
tabellen, dvs. 17.0 cm. Veerdien kan s& efterfglgende justeres.

Teknisk bemeerkning: Formlen for a
Hvis man kender formlen for a, dvs.

1
I (y_]
Y1 Y1

kan vi bruge datameter til at finde et rimeligt udgangspunkt for a, fx
ved at bruge det forste og det sidste datapunkt. Ved at treekke data-
seettet glskum ind i en beregningsboks far vi adgang til de variable og
kan skrive formlen ind

QDlskum
0.99671498
1
1= (sidste(ﬂ) —fﬁrste(ﬁ))
RI= sidste (hgjde) sek sek

forste (hegjde)

Men det er altsa ikke noget, der er en forudseetning for det fglgende.

Men som saedvanlig er det sveert at tilpasse to parametre pa en gang,
sa igen forbedrer vi processen kraftigt ved hjeelp af falgende simple
betragtning: For en given veerdi af parameteren a kan vi finde b ved
hjeelp af fglgende simple omskrivning

_ hgjde

y
b=§ , dvs. b—w
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3.3 Regressionsmodeller: Eksponentiel regression

Vi indfgrer derfor en ny variabel, b_vaerdi, (eller startveerdi), der
netop udregner b-veerdien for hvert enkelt datapunkt. Hvis vi har

fundet et godt bud pa fremskriv- DIskum

ningsfaktoren a vil dette give et tid hgjde | b_veerdi
godt bud pé b, dvs. b_V%I’di vil enhed |sekunder | centimeter| centimeter
med tilneermelse veere konstant. B hojde
Men uanset om vi har et godt E g lidfsek
bud pa a eller ej kan vi traekke et 1 0s| 17.0cm| 17.00cm
rimeligt bud pa veerdien af b ud 2 30s| 149cm| 16.65cm
som gennemsnittet, dvs. middel- 3 60s| 13.0cm| 16.23cm
veerdien af alle disse bud pa b. 4 90s| 11.9cm| 16.59cm
Denne b-veerdi kan vi sa bruge til 5 120s| 10.7cm| 16.67 cm
at binde parameteren b, sa vi 6 150 s 9.7cm| 16.88cm
kun har én fri parameter tilbage. 7 180 s 8.9cm| 17.31cm
Vi binder derfor parameteren b til P 210's 8.4cm|  18.25cm
middel(b_veerdi). Det kreever 9 240s|  75cml 18.20 cm
at vi treekker dataseettet glskum 10 300s|  63cm  19.08 cm
ind i parameteren ved at gribe 11 360s|  52cml 19.66 om
titlen og slippe den inde i para-

meteromradet. Derefter kan b =17.5cm

formlen skrives direkte ind ved at

hajreklikke og veelge menupunk- "0 5 10 15 20 25 30

tet rediger formel.

Leeg maerke til at skyderen mistede sit vandrette handtag. Den kan
ikke leengere rykkes med handkraft, idet parameteren b nu er bun-
det, idet den afhaenger af den frie parameter a og derfor kun aendres
i takt med a. Det er nu en smal sag at tilpasse den frie parameter a
indtil grafen for den eksponentielle vaekstmodel gar gennem data-
punkterne. Undervejs kan man passende zoome ind pa de to para-
metre ved at holde CTRL-tasten nede.

QDlskum [ XY-plot| &

= a =0.9966 T
> 16
T
B B e 2 12] °
1.000 1.01( = ]
[ .
8 8
P
— b =16.66cm = 4
I'h'| . E :
04
LIS B B B S B B B S B B B | T T T T T T T T T T T T T T T T T
15.0 16.0 17.0 18.0 0 50 100 150 200 250 300 350 400

tid (sekunder)
— hejde =, atid/sek

Dermed er vi kommet igennem den forste fase i modellen og har fun-
det et rimeligt bud pa veerdien af parametrene a og b. Samtidigt har
vi fet et godt visuelt check pa at den eksponentielle model er i rime-
lig overensstemmelse med dataseettet.
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3.3 Regressionsmodeller: Eksponentiel regression

Anden fase: Mindste kvadraters metode

Derefter kommer finjusteringen af parameteren a ved hjeelp af mind-
ste kvadraters metode. Hertil tilfgjer vi kvadraterne pa afvigelserne
ved at veelge menupunktet Vis kvadrater i grafrummet

Blskum [ XY-plot| &

0.99670 5 '8
E=a a =0. ] i
e £ 121
T
9955 09965 0.9975  0.998! =
o 44
24
£
0-
f—a b =16.44cm

T T T T T T T T T T T T T T T T T
> 0 50 100 150 200 250 300 350 400
tid (sekunder)

— hgjde = ba tid /sek
Sum af kvadrater = 1.012

Vi far da automatisk oplyst summen af kvadraterne og efter lidt ind-
zoomning kan vi ggre den mindst muligt. Den mindste kvadratsum er
da som vist 1.012. Vi har nu fastlagt parametrene a og b sa preecist
som muligt. Vi ser altsa at b har veerdien 16.44 cm, svarende til hgj-
den af glskummet til tiden t = O sek. Tilsvarende har fremskrivnings-
faktoren a veerdien 0.9967, dvs. hvert sekund falder glskummets hgj-
de med 0.23%.

Vi kan ogsa tilfgje et resi-
dualplot for at se om de reste- Plskum [ XY-plot} 5]
rende afvigelser ligger tilfeel-
digt fordelt. Det sker ved at
veelge menupunktet Tegn re-
sidualplot i grafrummet. Vi

ser da, at residualerne varierer 4

rimeligt tilfeeldigt omkring nul 0

med de starste afvigelser i 0 50 100 150 200 250 300 350 400
starten. Bortset fra starten er L ube e tid (sekunder)
afvigelserne typisk nogle fa % 0.0 o s oo o °
millimeter, s& det virker ikke & -0.6 e °°°

urimeligt. 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Vi kan ogsa se at b-veerdien er tid (sekunder)

rimeligt samlet. Et boksplot
viser tilsvarende at fordelingen
er paent symmetrisk og der er @lskum [ Boksplot| ]
ikke nogen perifere observatio-
ner (afvigere). Endelig er usik- — —
kerheden pa startveerdien b af
stgrrelsesordenen 0.5 cm.

— hgjde = ba tid /sek
Sum af kvadrater = 1.012

158 160 162 164 16.6 168 170 17.2
b_vaerdi (centimeter)
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3.3 Regressionsmodeller: Eksponentiel regression

Tredje fase: Forklaringsgraden
Vi slutter med at finde forkla- @lskum XY-plot| 3 ]
ringsgraden for den eksponenti- 16}1
elle veekstmodel. Hertil sam-

menligner vi den med den mest 124 | |
modsatte model, nulhypote-

sen, ifglge hvilken variationerne

k ST
i hgjden er rent tilfeeldige, dvs.

de afheenger slet ikke af tiden. | 0-

hejde (centimeter)

T T T T T T T T T T T T T T T T T
sa fald svinger hgjderne tilfeel- 0 50 100 150 200 250 300 350 400
digt omkring deres middelvaerdi _ tid (sekunder)
.. R — hgjde = batld/sek
og vi tilfgjer derfor denne ved

S Sum af kvadrater =1.012
hjeelp af menupunktet Plot — ojde = middel (hoide)

funktion i grafrummet. Som Sum af kvadrater = 131.8
forventet er summen af kvadra-
terne meget stgrre under nulhy- Ingen data

Slip en variabel her

potesen. Vi har en god model. Vi
kan se at de residualer der er
tilbage i den eksponentielle mo-

0.0076783005
0.9923217

. 1.012
del kun udger 0.8% af afvigel- R1= 1311‘8
serne under nulhypotesen. Vi Ry = _ 1012
kan derfor forklare 99.2% af 131.8

dataenes variation ved hjeelp af vores eksponentielle veekstmodel.
Resten skyldes tilfeeldige variationer (jfr. residualplottet). Forklarings-
graden for vores eksponentielle veekstmodel er altsd R* = 99.23% .

Teknisk bemeaerkning: Om enheder og eksponentiel veekst
I det foregaende har vi arbejdet konsekvent med enheder, idet vi har
skrevet ligningen for den eksponentielle vaekstmodel pa formen

y — b 3 a.x/enhed .
Derved sikres at grundtallet a ikke far nogen enhed (dvs. a er dimen-
sionslgs). Samtidigt far b netop samme enhed som y, hvilket er i
overensstemmelse med b's rolle som startveerdi for y, dvs. b angiver
netop veerdien af y, nar x har veaerdien 0. Mens startveerdien b er uaf-
haengig af enheden for x, kommer veerdien af grundtallet a til at af-
haenge steerkt af enheden for x. Det er helt i den eksponentielle
veekstmodels and, idet a jo netop angiver fremskrivningsfaktoren for
y-veerdien, nar den uafheengige variabel x vokser med 1 enhed. Der
er selvfglgelig stor forskel p& fremskrivningsfaktorerne nar vi venter 1
sekund henholdsvis 1 minut.
Denne made at skrive ligningen pa stemmer ogsa godt overens med
den form for ligning, hvor vi som enhed veelger fordoblings/halve-
ringskonstanten som enhed

y =b-2*"* henholdsvis y = b - (}Q)X/x”.
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3.4 Dynamisk parametertilpasning

I de foregaende afsnit har vi set pa de vigtigste standardmodeller:
linezer, potens og eksponentiel vaekst. Vi vil nu se pa en mere almen

modellering, hvor vi skal fitte en parameter ved hjeelp af mindste

kvadraters metode. Nedenstdende skema indeholder data fra et for-
s@g, hvor vi har malt lufttrykket p i en gassprgjte med stempel som
funktion af rumfanget V. Der er anvendt standard CBL udstyr.

Pressure
Sensor
Rumfang/cm?® 6 8 10 12 14 16 18 20
Tryk/atm 2.67 | 2.28 1 2.00 | 1.78 159 145 | 1.34 | 1.23
Boyle-Mariottes lov Boyle-Mariottes lov [ XY-plot| %
Y p 2.8
enhed cm*3 atmosfeere 2.6 °
1 6 cm"3 2.67 atm 2.4
2 8 cm'3  2.28 atm :-]T 2.2 °
3 10 cm*3|  2.00 atm " 20 °
4 12cm*3|  1.78 atm g 1.84 °
5 14 cm*3|  1.59 atm 26l o
6 16 cm"3| 1.45atm 1 44 o
o
7 18 cm"3|  1.34 atm 104 °
8 20 cm”3 1.23 atm 1 T | — L T 1 T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

V (cm”3)

Det er neerliggende at geette pa en omvendt proportionalitet, hvorfor
vi checker om produktet p-V (dvs. k_veaerdi) er konstant

Boyle-Mariottes lov

Boyle-Mariottes lov

k_vardi (atm cm"3)
— N N N
M S R R o

N
P

o

[ XY-plot} 51

0

L
2 4

6 8 10 12 14 16 18 20 22

V (cm*3)

\Y p k_veerdi
enhed cmh3 atmosfeere atmcm"3
= peV
1 6 cm"3| 2.67 atm| 16.02 atm cm"3
2 8cm'3| 2.28 atm 18.24 atmcm”3
3 10 cm*3|  2.00 atm| 20.00 atm cm"3
4 12cm"3 1.78 atm 21.36 atm cm"3
5 14 cm"3|  1.59 atm| 22.26 atm cm"3
6 16 cm"3|  1.45 atm| 23.20 atm cm"3
7 18 cm”"3 1.34 atm 24.12 atm cm"3
8 20 cm”3 1.23 atm 24.60 atm cm"3
76
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3.4 Regressionsmodeller: Dynamisk parametertilpasning

Der er dog tydeligt, at der noget galt. Produktet vokser fra ca. 16 i
den fgrste maling til ca. 24 i den sidste maling, altsd en stigning pa
50% og et plot over produktet p-V som funktion af rumfanget V viser
tydeligt, at produktet varierer systematisk hen gennem maleserien.
Fejlen ligger i maleudstyret. Det malte rumfang er aflaest pa gas-
sprgjten, dvs. den luft, der er i slanger og tryksonde, males ikke med.
Det aflaeste rumfang skal altsa korrigeres med et bidrag for det over-
skydende rumfang V,, og Vi forventer derfor ifglge Boyle-Mariottes lov
sammenhaengen p-(V+V,) = K, hvor k er en konstant. Problemet er
nu, hvordan vi kan finde parametrene k og V,?

Vi indfgrer nu dynamiske parametre for proportionalitetskonstanten k
og det ukendte overskydende rumfang V,. Derved kan k bindes til
middelveerdien af k_veerdi (dvs. produktet p-(V+VO0) ), ligesom vi
kan tilfgje grafen for sammenhaengen p = k/(V+VO0)

[
Boyle-Mariottes lov XY-plot| %

2.8+
r'b'1 V0 =6.19cm”"3 2.61
- 2.4

k]
2.24
2.04
1.8
o 1.64
r'h'1 k =32.32atm cm”3 1.44
1.24

o
N
'
(2]
(o]
S
N
atmozfaen

. T T T T T T T T T
31.0 32.0 33.0 34.0 0 2 6 8 10 12 14 16 18 20 22

V (cm”3)

N

p= .
(V +V0)

Grafisk haenger det altsa fint sammen og det overskydende rumfang
V, er altsd givet ved ca. 6.2 cm?®, mens proportionalitetskonstanten k
er givet ved ca. 32.3 atm-cm?®. Vi kan selvfglgelig underbygge det
endnu mere preecist ved hjeelp af mindste kvadraters metode

[
—— VO =59707 cmA3 Boyle-Mariottes lov XY-plot 3

> 2.8
- 24
T T T T T T T T T T T i
594 596 598 6.00 6.02 -
@ 2.0
E
r'b"u k =31.93atm cm”3 =16
=8
1.2
Trrrrrrrrrrrrrrrrrrrr rrrr ot 1 T T T T T T T T T T
320 330 34.0 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
V (cm”3)
-g V.V IV o
Ogsa residualplottet er i i 0.0003 oo - °
i & -0.010 °
den skenneste orden idet 53 4 b b fotieds ds
det kun viser tilfeeldige ud- V (cm3)
sving af stgrrelsesordenen —p=_ K
0.01 cm?. (V +V0)

Sum af kvadrater = 0.0002000
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3.4 Regressionsmodeller: Dynamisk parametertilpasning

Vi kan tilsvarende se pa k_veerdi, som med tilnaermelse bgr vaere
konstant. Grafen for k_veaerdi som funktion af rumfanget afspejler
det samme forlgb som residualplottet og viser altsd kun tilfaeldige ud-
sving omkring middelveerdien. Tilsvarende afspejler boksplottet en
relativ snaever fordeling, der dog er trukket venstreskaev, hvorfor
middelvaerdien ligger en anelse under medianen. Endelig ses det, at
den typiske usikkerhed pa proportionalitetskonstanten er af starrel-
sesordenen 0.5 atm-cm?®

[
Boyle-Mariottes lov XY-plot 5]

. . f
& 32104 ° Boyle-Mariottes lov Boksplot | 3 !
g 1
£ 32.00 °
Eﬂ . ° o o
T 31.904
B ] °
o 31.807 31.80 31.90 32.00 32.10

L ? —— k_veerdi (atm cm”3)

02 46 81012141618 2022 | k =31.9275 atmcm"3
V (cm”3)

—k_veerdi=k

Til slut kan vi finde forklaringsgraden for modellen

r
Boyle-Mariottes lov XY-plot| 3 | Ingen data

2.84 Slip en variabel her

J R1 = 0:0002
1.730

1
i
'

e

0.00011560694
0.99988439

(atmosfaer
A a NN
N O o b

T T T T T T T T T T T T _1_00002
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 1.730
V (cm”3)
k
—_p=—
(V +V0)
Sum af kvadrater = 0.0002000
= P = middel (p)

Sum af kvadrater = 1.730

Hertil sammenligner vi den med den mest modsatte model, nulhypo-
tesen, ifglge hvilken variationerne i trykket er rent tilfeeldige, dvs. de
afhaenger slet ikke af rumfanget. | sa fald svinger trykket tilfaeldigt
omkring sin middelveerdi og vi tilfgjer derfor denne ved hjeelp af me-
nupunktet Plot funktion i grafrummet. Som forventet er summen af
kvadraterne meget stgrre under nulhypotesen. Vi har en god model.
Vi kan se at de residualer der er tilbage i den teoretiske model kun
udggr 0.01% af afvigelserne under nulhypotesen. Vi kan derfor for-
klare 99.99% af dataenes variation ved hjeelp af vores teoretiske mo-
del. Resten skyldes tilfeeldige variationer (jfr. residualplottet). Forkla-
ringsgraden for vores teoretiske model er altsd R? = 99.99% .

Vi ser altsa, at der er meget fin overensstemmelse mellem vores for-
sggsdata og Boyle-Mariottes lov, nar ferst vi har faet korrigeret for
det ukendte overskydende rumfang i slange og sonde.
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3.4 Regressionsmodeller: Dynamisk parametertilpasning

Pvelse 3.4.1: Lysintensitetens afstandsafhaengighed

Lomme- |
Wi/
|:| regner CBL I:I ﬁm - !
Da det areal lyset spredes over vokser med kvadratet pa afstanden til

lyskilden, forventer vi at lysintensiteten er omvendt proportional med
kvadratet pa afstanden. | et konkret forsgg fik man falgende data

Afstand 10 15 20 25 30 35 40
(cm)

Lysintensitet | ) 531 | 0.399 | 0.255 | 0.178 | 0.134 | 0.107 | 0.095
(mW/cm"?)

Undersgg om lysintensiteten er omvendt proportional med kvadratet
pa afstanden.

I virkeligheden ligger lysmaleren et stykke inde i sonden, og paesren
star et stykke inde pa braettet, hvorfor vi skal leegge en overskydende
leengde d til afstanden til peeren. Udnyt dette til at vise at lysintensi-
teten faktisk er omvendt proportional med kvadratet pa afstanden.

Pvelse 3.4.2: Lydens fart i luft

Il 1=

L

I et klassisk forsgg til fastleeggelse af lydens fart anvender man en
tonegiver og et resonansrgr, der kan indstilles i forskellige dybder.
Ved at variere pa frekvensen f af tonegiveren kan man fastlaegge den
forste resonans, der i praksis ligger nar rgrets leengde L er ca. ¥ bgl-
geleengde. | dette forsgg har vi altsd umiddelbart adgang til sammen-
hgrende veerdier af frekvens og bglgeleengde og kan dermed bestem-
me lydens fart ud fra relationen

lydens fart = frekvens-bglgeleengde
I et konkret forsgg fandt man fglgende resultater

f/Hz 200 250 300 400 500
L/mm 402 318 260 190 149

Undersgg om frekvens og rgrleengde er omvendt proportionale.

| virkeligheden ligger den yderste svingningsbug som vist et lille styk-
ke d uden for resonansrgret. Vi skal altsd i virkeligheden leegge en
overskydende leengde d, den sakaldte randeffekt, til rerlaeengden L for
at finde en kvart bglgelesengde. Udnyt dette til at finde en veerdi for
randeffekten, sdvel som en mere praecis veerdi for lydens fart.
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